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Abstrakt
Tato bakalárˇská práce se zabývá jednou z oblastí teorie cˇísel. První cˇást této práce se
zabývá základními vlastnostmi deˇlitelnosti na okruhu celých cˇísel. Druhá cˇást práce se
veˇnuje relaci kongruence. Trˇetí cˇást je nejrozsáhlejší a zabývá se jednotlivými kritérii deˇli-
telnosti v desítkové a binární cˇíselné soustaveˇ. Poslední cˇást je veˇnována matematickým
výpocˇtu˚m v programu MATLAB, kde jsou aplikována kritéria deˇlitelnosti obsažená v
této bakalárˇské práci. Vytvorˇený program poskytuje hrubý horní odhad pocˇtu prvocˇísel
v ru˚zneˇ velkých intervalech a seznam cˇísel, která i po použití vybraných kritérií deˇlitel-
nosti zu˚stávají v podezrˇení, že jde o prvocˇísla.
Klícˇová slova: teorie cˇísel, kritéria deˇlitelnosti, kongruence, desítková soustava, binární
soustava, MATLAB, prvocˇíslo
Abstract
This Bachelor Thesis deals with one of the section of Number Theory. The first part of
this Bachelor Thesis deals with basic properties of divisibility on the circuit of integers.
The second part dedicates a congruence relation. The third part is the largest part and
deals with divisibility criterions in decimal and binary system. The last part is dedicated
to mathematical calculations in MATLAB, where are applicated the divisibility criteri-
ons, which are conteined in this Bachelor Thesis. The program provides an rough up-
per estimate of the prime numbers in different sized intervals and a list of numbers that
even after applying the divisibility criterions remain under suspicion that these are prime
numbers.
Keywords: Number Theory, Divisibility Criterions, congruence, decimal system, binary
system, MATLAB, prime number
Seznam použitých zkratek a symbolu˚
N – množina prˇirozených cˇísel
Z – množina celých cˇísel
b|a – cˇíslo b deˇlí cˇíslo a
gcd(a, b) – nejveˇtší spolecˇný deˇlitel
n(a, b) – nejmenší spolecˇný násobek
A×B – kartézský soucˇin množiny A a B
R ⊆ A×A – binární relace na množineˇ A
a ∧ b – a a zárovenˇ b
a ∨ b – a nebo b
a⇒ b – a implikuje b
≡ – relace kongruence
a ≡ b(modm) – a je kongruentní s b modulo m
k
i=0
– suma jdoucí od 0 do k
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41 Úvod
Teorie cˇísel je jedna z nejzákladneˇjších oblastí matematiky, která zkoumá vlastnosti
jednotlivých cˇísel. Zabývá se veˇtšinou celými cˇísly, ale není to pravidlem. Tato bakalárˇská
práce je zameˇrˇena na kritéria deˇlitelnosti v oboru celých cˇísel a je rozdeˇlena do 4 cˇástí.
V Kapitole 2 se seznámíme s deˇlitelností na množineˇ celých cˇísel, co je to nejveˇtší spo-
lecˇný deˇlitel, nejmenší spolecˇný násobek, nebo jak funguje Euklidu˚v algoritmus a k cˇemu
nám slouží. Dostaneme se postupneˇ až ke kanonickému rozkladu cˇísel a k základní veˇteˇ
aritmetiky.
Kapitola 3 pojednává o kongruencích na množineˇ celých cˇísel. Povíme si, co to jsou
relace, jaké druhy relací známe a cˇím jsou typické. Budeme se zabývat deˇlitelností cˇísel
se zbytkem, konkrétneˇ o kongruenci modulo m. Velmi du˚ležitou cˇástí trˇetí kapitoly je
Malá Fermatova veˇta. Tuto veˇtu využijeme prˇi urcˇování neˇkterých kritérií deˇlitelnosti.
Drˇíve zmíneˇné kapitoly jsme potrˇebovali k tomu, abychom se dostali k hlavnímu cíli
této práce - odvození vybraných kritérií deˇlitelnosti. Kapitola 4 je tedy veˇnována neˇkte-
rým kriteriím deˇlitelnosti. Jsou zde vypsány a dokázány kritéria od cˇísla 2 po cˇíslo 12
v desítkové a binární soustaveˇ. Tyto kritéria jsou dokazována pomocí kongruencí, o kte-
rých si povídáme ve trˇetí kapitole. U každé deˇlitelnosti neˇkterého z cˇísel je uveden du˚kaz
i prˇíklad, ve kterém je postup výpocˇtu. Na záveˇr kapitoly je odvozen obecný postup, jak
urcˇit kritérium deˇlitelnosti prvocˇíslem.
Poslední kapitola je veˇnována ukázce matematických výpocˇtu˚ v programu MATLAB.
Jsou zde aplikovány kritéria prvocˇísel obsažených v prˇedchozí kapitole, tj. deˇlitelnost
dveˇma, trˇemi, peˇti, sedmi a jedenácti, která pomáhají k výpocˇtu˚m. Cílem bylo zameˇrˇit
se na velké množství cˇísel a aplikací teˇchto kritérií shora odhadnout, kolik prvocˇísel se
nachází v daných, ru˚zneˇ velkých intervalech. V programu je také zahrnuta funkce meˇrˇení
cˇasu, jak dlouho trvalo odhadnout pocˇet prvocˇísel z intervalu. Z vygenerovaných grafu˚
mu˚žeme videˇt, jak vzru˚stá cˇas se zveˇtšujícím se intervalem, ale ne vždy to trvá stejneˇ,
povíme si i o faktorech, které ovlivnˇují celkový cˇas výpocˇtu.
Všechny grafy a pomocné výpocˇty, které jsou obsaženy v této bakalárˇské práci, byly
vytvorˇeny pomocí skriptovacího programovacího jazyku cˇtvrté generace v programu
MATLAB od spolecˇnosti MathWorks.
52 Deˇlitelnost na množineˇ celých cˇísel
2.1 Základní vlastnosti deˇlitelnosti
Již na základní škole jsme se setkali s pojmem deˇlitelnost, který je jedním ze základ-
ních v elementární teorii cˇísel. Vyskytují se zde pojmy jako násobek a deˇlitel.
Definice 2.1 Meˇjme neˇjakou dvojici cˇísel a, b ∈ Z. Pak cˇíslo a je deˇlitelné cˇíslem b, práveˇ tehdy
když existuje takové cˇíslo k ∈ Z, že platí
a = k · b.
Píšeme, že b|a.
Prˇíklad 2.1
Nalezneˇte neˇjaké deˇlitele cˇísla 18.
18 = 18 · 1
18 = 2 · 9
18 = 3 · 6
Mu˚žeme rˇíci, že deˇlitele cˇísla 18 jsou naprˇíklad cˇísla 1, 6 a 9.
Lemma 2.1 Pro každé cˇíslo a ∈ Z platí:
(i) a|0
(ii) 1|a
(iii) a|a
Du˚kaz.
(i) Pro každé a ∈ Z platí, že 0 = 0 · a. Protože 0 ∈ Z, mu˚žeme podle Definice 2.1 psát
a|0.
(ii) Pro každé a ∈ Z platí, že a = a · 1. Protože a ∈ Z, mu˚žeme podle Definice 2.1 psát
1|a.
(iii) Pro každé a ∈ Z platí, že a = 1 · a. Protože 1 ∈ Z, mu˚žeme podle Definice 2.1 psát
a|a.
Prˇedchozí Lemma 2.1 rˇíká, že nula je deˇlitelná každým cˇíslem a ∈ Z. Dále, že libo-
volné cˇíslo a ∈ Z je deˇlitelné sebou samým a jakékoliv cˇíslo a ∈ Z je deˇlitelné jednicˇkou.
Navíc musíme rˇíci, že nula není deˇlitelem žádného cˇísla a ∈ Z, kde a ̸= 0. Ukážeme
si to v následujícím prˇíkladeˇ.
6Prˇíklad 2.2
Nalezneˇte všechna celá cˇísla deˇlitelná cˇíslem 0.
Do rovnosti a = k · b z Definice 2.1 dosadíme za b nulu a dostaneme a = k · 0. Každé
cˇíslo, které vynásobíme nulou, bude vždycky 0. To znamená, že také a = 0. Z toho
vyplývá, že pouze cˇíslo 0 je deˇlitelné nulou.
Lemma 2.2 [1] Pro deˇlitelnost na množineˇ Z platí:
1. Pro každé a, b, c ∈ Z platí, že když a|b ∧ b|c pak také a|c. (Relace deˇlí je tranzitivní.)
2. Existují a, b ∈ Z takové, že a|b ∧ b nedeˇlí a. (Relace deˇlí není symetrická.)
3. Pro každé a, b ∈ Z platí, že |a| = |b| ⇔ (a|b ∧ b|a).
4. Pro každé a, b, c ∈ Z platí: ab|c⇒ (a|c ∧ b|c).
5. Pro každé a,m, n ∈ Z platí, že (a|m ∧ a|n)⇒ a|(m+ n).
6. Pro každé a, b, n ∈ Z platí: a|b⇒ a|nb.
7. Pro každé a, b ∈ Z− {0} platí: a|b⇒ |a| ≤ |b|.
Du˚kaz.[1]
ad 1) Pro každé a, b, c ∈ Z platí, že když a|b ∧ b|c, pak existují k1, k2 ∈ Z takové, že
b = k1a a c = k2b.
Když dosadíme první rovnici do druhé, dostaneme vztah c = k2k1a.
Vynásobením dvou celých cˇísel, dostaneme opeˇt celé cˇíslo. Takže pokud
k = k2 · k1 ∈ Z, tak c = k · a. A to podle Definice 2.1 znamená, že a|c.
ad 2) Chceme nalézt a, b ∈ Z tak, aby platilo a|b, ale neplatilo b|a. Zvolme naprˇíklad a = 7
a b = 14. Vidíme, že a|b, ale b nedeˇlí a.
ad 3) Pokud a, b ∈ Z a |a| = |b|, pak a = ±b. Pak (a|b∧ b|a), protože b = ±1 ·a a a = ±1 · b.
Musíme dokázat i opacˇnou implikaci. Takže prˇedpokládejme, že (a|b ∧ b|a). Podle
Definice 2.1 existují taková cˇísla k1, k2 ∈ Z, že
b = k1a a a = k2b.
Pokud tyto rovnosti spojíme, dostaneme vztah b = k1k2b.
1. Pokud b ̸= 0: Dostaneme 1 = k1k2. To znamená, že musíme najít soucˇin
dvou cˇísel, který je roven jedné. Jsou pouze 2 možnosti, a to k1 = k2 = 1, nebo
k1 = k2 = −1.
7- Pokud k1, k2 = 1:
b = k1a = 1 · a = a, a = k2b = 1 · b = b. Z toho vyplývá, že a = b.
- Pokud k1, k2 = −1:
b = k1a = −1 · a = −a, a = k2b = −1 · b = −b. Z toho vyplývá, že |a| = |b|.
2. Pokud b = 0: Z prˇedpokladu (a|b ∧ b|a) dostaneme tvrzení, že 0|a. To zna-
mená, že a = k · 0 = 0. Tudíž |a| = |b| = 0.
ad 4) Meˇjme a, b, c ∈ Z. Jestliže ab|c, pak podle Definice 2.1 musí existovat takové cˇíslo
k ∈ Z, že c = k · ab.
Oznacˇme
n1 = k · a a n2 = k · b.
Když dosadíme n1 a n2 do rovnosti c = k · ab obdržíme následující vztahy
c = n1 · b a c = n2 · a.
To znamená, že c je násobek cˇísla a a zárovenˇ i cˇísla b. Tudíž podle Definice 2.1
mu˚žeme rˇíct, že a|c ∧ b|c.
ad 5) Jestliže a|m a také a|n, pakm i n jsou násobky cˇísla a. To znamená, že existují taková
cˇísla k1, k2 ∈ Z, že
m = k1 · a a n = k2 · a.
Pak
m+ n = k1 · a+ k2 · a = (k1 + k2) · a = k · a,
kde k = k1 + k2 ∈ Z.
Z prˇedchozí rovnosti vyplývá, že cˇíslo m+ n je násobek cˇísla a, a proto a|m+ n.
ad 6) Pro každé a, b, n ∈ Z platí: a|b ⇒ b = k · a, kde k ∈ Z ⇒ nb = n · k · a = k∗ · a, kde
k∗ = n · k ∈ Z⇒ a|nb.
ad 7) Pro každé a, b ∈ Z − {0} platí, že a|b ⇒ b = k · a, kde k ∈ Z − {0}. To znamená, že
|b| = |k| · |a|. Jelikož k ∈ Z− {0}, tak musí platit |k| ≥ 1. Z cˇehož vyplývá, že
|b| = |k| · |a| ≥ 1 · |a| = |a|.
82.2 Nejveˇtší spolecˇný deˇlitel
Definice 2.2 [1] Spolecˇným deˇlitelem cˇísel a1, a2, . . . , an ∈ Z nazveme každé d ∈ Z splnˇující
podmínku, že
d|a1, d|a2, . . . , d|an.
Meˇjme daná dveˇ libovolná celá cˇísla a, b. Pokud chceme nalézt spolecˇného deˇlitele
teˇchto cˇísel, tak podle Definice 2.2 najdeme všechny deˇlitele obou cˇísel. Poté z nich vybe-
reme jen ty spolecˇné.
Prˇíklad 2.3
Najdeˇte spolecˇné deˇlitele cˇísel 16 a 24.
Nejprve si vypíšeme deˇlitele obou cˇísel:
16 = ±1,±2,±4,±8,±16
24 = ±1,±2,±3,±4,±6,±8,±12,±24
Takže spolecˇnými deˇliteli cˇísel 16 a 24 jsou cˇísla ±1,±2,±4 a ±8.
Definice 2.3 (Nejveˇtší spolecˇný deˇlitel) [1] Nejveˇtším spolecˇným deˇlitelem cˇísel
a1, a2, . . . , an ∈ Z je takové cˇíslo d, které splnˇuje následující podmínky:
1. d ≥ 0
2. Cˇíslo d je spolecˇným deˇlitelem cˇísel a1, a2, . . . , an, to znamená, že d|a1, d|a2, . . . , d|an.
3. Jestliže neˇjaké celé cˇíslo d∗ je deˇlitelem cˇísel a1, a2, . . . , an, potom d∗|d.
Nejveˇtšího spolecˇného deˇlitele cˇísel a1, a2, . . . , an oznacˇíme jako d = gcd (a1, a2, . . . , an).
Z prˇedchozí definice vyplývá, že nejveˇtším spolecˇným deˇlitelem cˇísel a1, a2, . . . , an je
vždy to nejveˇtší nezáporné cˇíslo, které je spolecˇným deˇlitelem všech cˇísel a zárovenˇ jej
všichni ostatní deˇlitelé deˇlí.
Definice 2.4 Celá cˇísla a, b ∈ Z nazýváme nesoudeˇlná, je-li jejich nejveˇtší spolecˇný deˇlitel roven
1, tzn. gcd(a, b) = 1. Pokud jejich nejveˇtší spolecˇný deˇlitel je ru˚zný od 1, tzn. gcd(a, b) ̸= 1,
rˇíkáme, že celá cˇísla jsou soudeˇlná.
V následujícím prˇíkladu podle Definice 2.3 nalezneme nejveˇtšího spolecˇného deˇlitele
cˇísel 16 a 24.
9Prˇíklad 2.4
Oveˇrˇte podle definice, že gcd(16, 24) = 8.
Rˇešení:
1. 8 ≥ 0
2. 8|16 a také 8|24
3. Spolecˇnými deˇliteli cˇísel 16 a 24 jsou cˇísla ±1,±2,±4 a ±8 a zárovenˇ jsou všechna
tato cˇísla deˇliteli cˇísla 8.
Cˇíslo 8 tak splnˇuje všechny podmínky z Definice 2.3 o nejveˇtším spolecˇném deˇliteli,
a proto je nejveˇtším spolecˇným deˇlitelem cˇísel 16 a 24.
Prˇíklad 2.5
Dokažte, že gcd(a, 0) = a pro každé a ≥ 0 a ukažte, že cˇísla a a 0 mají práveˇ jednoho
nejveˇtšího spolecˇného deˇlitele.
Rˇešení: Podle Definice 2.3 musí být nejveˇtší spolecˇný deˇlitel cˇísel a a 0 nezáporné cˇíslo
a zárovenˇ spolecˇným deˇlitelem obou cˇísel.
Nezáporní spolecˇní deˇlitelé obou cˇísel tvorˇí množinu D. Do této množiny patrˇí i cˇíslo
a, které je deˇlitelné všemi prvky z množiny D.
Cˇíslo a splnˇuje všechny podmínky z Definice 2.3, a proto gcd(a, 0) = a. Všechna
ostatní cˇísla z množiny D nejsou deˇlitelná cˇíslem a ∈ D, pokud a ≥ 0, a proto nemo-
hou být nejveˇtším spolecˇným deˇlitelem cˇísel a a 0.
Veˇta 2.1 Pro každá dveˇ cˇísla a, b ∈ Z existuje nejvýše jeden jejich nejveˇtší spolecˇný deˇlitel.
Du˚kaz.[1] Veˇta 2.1 je splneˇna, pokud alesponˇ jedno z cˇísel a a b je rovno nule (viz Prˇí-
klad 2.5). Takže du˚kaz provedeme pro cˇísla a, b ̸= 0.
Meˇjme cˇísla a, b ∈ Z, kde a, b ̸= 0. Prˇedpokládejme, že d1 = gcd(a, b) i d2 = gcd(a, b).
Jelikož a, b ̸= 0, musí být d1, d2 ≥ 1. Cˇíslo d1 je nejveˇtším spolecˇným deˇlitelem cˇísel
a a b. Podle Definice 2.3 jej musí deˇlit všichni ostatní deˇlitelé cˇísel a, b, tudíž i cˇíslo d2.
Dostaneme d2|d1 a z Lemmatu 2.2 vyplývá, že
d2 ≤ d1. (1)
Analogicky, pokud si zvolíme d2 jako nejveˇtší spolecˇný deˇlitel cˇísel a, b, pak podle De-
finice 2.3 jej musí deˇlit všichni ostatní deˇlitelé cˇísel a, b, tedy i cˇíslo d1. Dostaneme d1|d2
a podle Lemmatu 2.2 platí, že
d1 ≤ d2. (2)
Z (1) a (2) vyplývá, že
d1 = d2.
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2.2.1 Euklidu˚v algoritmus
Euklidu˚v algoritmus slouží k výpocˇtu nejveˇtšího spolecˇného deˇlitele dvou prˇiroze-
ných cˇísel a a b.
Abychom se naucˇili urcˇit gcd(a, b) pomocí Euklidova algoritmu, musíme veˇdeˇt, jak se
deˇlí cˇísla se zbytkem na množineˇ celých cˇísel.
Veˇta 2.2 [3] Meˇjme dána dveˇ cˇísla a, b ∈ Z, kde b ̸= 0. Pak existují jednoznacˇneˇ daná cˇísla
q, r ∈ Z splnˇující následující podmínky:
1. a = q · b+ r
2. 0 ≤ r < |b|
Cˇíslo r nazveme zbytkem po deˇlení cˇísel a a b.
Du˚kaz.[3] Nejdrˇíve ukážeme existenci cˇísel q, r. Platí, že (−q) · (−b) = q · b a tudíž budeme
prˇedpokládat, že b > 0. Rozlišíme dva prˇípady:
1. a ≥ 0:
- Zde musíme rozlišit také dva prˇípady:
a) a < b, pak a = 0 · b+ a a platí:
0 ≤ a < b
b) a ≥ b, pak existuje q = [ab ] a platí:
q ≤ ab < q + 1
q · b ≤ a < q · b+ b
0 ≤ a− q · b < b
Proto a = q · b+ r splnˇuje 0 ≤ r < b.
2. a < 0:
- Již víme, že existují cˇísla r′, q′ ∈ Z taková, že (−a) = q′ · b+ r′ a 0 ≤ r′ < b.
- Pokud r′ = 0, pak q = (−q′) a r = 0, protože platí a = (−q′) · b+ 0.
- Pokud r′ > 0, pak q = (−q′)− 1 a r = b− r′, protože platí
a = (−q′ − 1) · b+ (b− r′) a 0 < (b− r′) < b.
Ješteˇ musíme dokázat jednoznacˇnost cˇísel q a r. Budeme prˇedpokládat, že cˇíslo a je vyjá-
drˇeno dveˇma zpu˚soby, tj. existují taková celá cˇísla q1, q2, r1, r2, že platí:
a = q1 · b+ r1, kde 0 ≤ r1 < b,
a = q2 · b+ r2, kde 0 ≤ r2 < b.
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Pak platí
q1 · b+ r1 = q2 · b+ r2 ⇒ (q1 − q2) · b = r2 − r1.
Podle výše uvedených podmínek |r2 − r1| < b, takže |(q1 − q2) · b| < b a to znamená, že
q1 = q2 ⇒ r1 = r2.
Nyní, když podle Veˇty 2.4 umíme deˇlit se zbytkem v oboru celých cˇísel, mu˚žeme
prˇejít k Euklidovu algoritmu.
Veˇta 2.3 (Euklidu˚v algoritmus) [3] Meˇjme dveˇ cˇísla a, b ∈ N, kdy a ≥ b > 0. Oznacˇme
b = b0 a deˇlením se zbytkem vytvorˇíme posloupnost prˇirozených cˇísel b1, b2, ..., bn :
a = q0 · b0 + b1
b0 = q1 · b1 + b2
b1 = q2 · b2 + b3 . . .
Dokud není bn = 0. Pak gcd(a, b) = bn−1, tj. poslední nenulový zbytek.
Du˚kaz Euklidova algoritmu nalezneme v [3].
Prˇíklad 2.6
Pomocí Euklidova algoritmu najdeˇte nejveˇtšího spolecˇného deˇlitele:
1. gcd(140,15) = ?
140 = 9 · 15 + 5
15 = 3 · 5 + 0 gcd(140, 15) = 5
2. gcd(362,301) = ?
362 = 1 · 301 + 61
301 = 4 · 61 + 57
61 = 1 · 57 + 4
57 = 14 · 4 + 1
4 = 1 · 4 + 0
gcd(362, 301) = 1
3. gcd(158,72) = ?
158 = 2 · 72 + 14
72 = 5 · 14 + 2
14 = 7 · 2 + 0
gcd(158, 72) = 2
Veˇta 2.4 [1] Necht’ a, b ∈ Z. Potom existují x0, y0 ∈ Z taková, že
gcd(a, b) = x0a+ y0b.
Du˚kaz. Du˚kaz plyne z Euklidova algoritmu. Nejveˇtší spolecˇný deˇlitel cˇísel a a b, neboli
gcd(a, b), lze zpeˇtneˇ vyjádrˇit jako lineární kombinaci cˇísel a a b.
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2.2.2 Kanonický rozklad prˇirozeného cˇísla
Nejveˇtšího spolecˇného deˇlitele mu˚žeme nalézt i pomocí tzv. kanonických rozkladu˚
prˇirozených cˇísel. Jedná se o rozklady cˇísel na soucˇin prvocˇísel. Definici tohoto pojmu
uvádíme níže.
Definice 2.5 (O prvocˇíselnosti) [1] Cˇíslo p ∈ N, p ≥ 2 nazveme prvocˇíslem na množineˇ prˇi-
rozených cˇísel, práveˇ tehdy, když pro každé a ∈ N platí:
a|p⇔ (a = 1 ∨ a = p).
Z definice vyplývá, že prvocˇíslem jsou všechna prˇirozená cˇísla ru˚zná od jednicˇky,
která jsou deˇlitelná pouze cˇíslem 1 a sebou samým. Mu˚žeme si také všimnout, že cˇíslo 1
nepovažujeme za prvocˇíslo.
Prˇíklad 2.7
Rozhodneˇte, zda cˇísla 5 a 10 jsou prvocˇísla.
A: Pro p = 5:
1. Dokážeme, že (a = 1 ∨ a = 5) ⇒ a|5. Tato implikace jisteˇ platí, protože pro
každé p ∈ N : 1|p ∧ p|p podle Lemmatu 2.1.
2. Dokážeme implikaci a|5 ⇒ (a = 1 ∨ a = 5). Logicky ekvivalentní je tvrzení
(a ̸= 1 ∧ a ̸= 5) ⇒ a nedeˇlí 5. Proto stacˇí ukázat, že cˇísla jiná než 1 a 5 nejsou
deˇliteli cˇísla 5.
Podle Lemmatu 2.2 cˇísla a > p jisteˇ cˇíslo p nedeˇlí.
Zbývá ukázat, že cˇísla {2, 3, ..., p−1} nedeˇlí p. Cˇíslo 2 nedeˇlí 5, protože 5 = 2, 5·2
a 2, 5 /∈ Z, cˇíslo 3 nedeˇlí 5, protože 5 = 53 · 3 a 53 /∈ Z, cˇíslo 4 nedeˇlí 5, protože
5 = 54 · 5 a 54 /∈ Z.
3. Z prˇedchozích dvou bodu˚ vyplývá, že cˇíslo 5 je prvocˇíslo.
B: Pro p = 10:
1. Ukážeme, že (a = 1 ∨ a = 10) ⇒ a|10. Tato implikace jisteˇ platí, protože pro
každé p ∈ N : 1|p ∧ p|p podle Lemmatu 2.1.
2. Ukážeme,že implikace a|10 ⇒ (a = 1 ∨ a = 10) neplatí. Naprˇíklad pro a = 2
platí, že a|10, ale a ̸= 1 ∧ a ̸= 10.
3. V prˇedchozím bodeˇ jsme si ukázali, že implikace neplatí a že cˇíslo 10má kromeˇ
cˇísel 1 a 10 také jiné deˇlitele, a proto cˇíslo 10 není prvocˇíslem.
Definice 2.6 [1] Cˇíslo s ∈ N, takové, že s = d1d2, kde d1, d2 ∈ N, a zárovenˇ d1, d2 > 1, nazveme
cˇíslem složeným.
Následující Lemma rˇíká, že každé prˇirozené cˇíslo n, kdy n ≥ 2, je bud’ prvocˇíslo nebo
cˇíslo složené.
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Lemma 2.3 [1] Cˇíslo n ∈ N, n ≥ 2 je složené cˇíslo práveˇ tehdy, když není prvocˇíslo.
Du˚kaz.[1] Musíme dokázat, že cˇíslo n ≥ 2 je složené cˇíslo práveˇ tehdy, když není prvo-
cˇíslo.
Prˇedpokládejme, že n ≥ 2 je složené cˇíslo. Podle Definice 2.6 se n = d1d2, kde
d1, d2 ∈ N, d1, d2 > 1. To, podle Definice 2.1 znamená, že d2 > 1 deˇlí cˇíslo n.
Navíc d2 ̸= n, protože pak by n = d1d2 = d1n, a to by znamenalo, že d1 = 1, což je spor.
Pak ale n nemu˚že být prvocˇíslo, což vyplývá z Definice 2.5.
Nyní dokážeme, že v prˇípadeˇ, kdy n není prvocˇíslo, musí být n cˇíslem složeným.
Pokud n není prvocˇíslo, musí existovat neˇjaký deˇlitel cˇísla n, který je ru˚zný od n i od 1.
Oznacˇme si jej d2. Podle Definice 2.1 mu˚žeme psát n = k ·d2 a nic nebrání tomu, abychom
oznacˇili k jako d1, tak dostáváme n = d1d2. Ted’ se ptáme, zda mu˚že být d1 = 1? Pokud
ano, platilo by, že n = 1 · d2 = d2, což je spor s tím, že d2 ̸= n.
Nakonec jsme tedy zjistili, že n = d1d2, kde d1 a d2 jsou prˇirozená cˇísla ru˚zná od 1,
proto d1, d2 > 1. Podle Definice 2.6 musí být n cˇíslo složené a to jsme chteˇli dokázat.
Ješteˇ si ukážeme a dokážeme, že každé prˇirozené cˇíslo, které je veˇtší, nebo rovno
dveˇma, mu˚žeme napsat jako soucˇin prvocˇísel.
Lemma 2.4 [1] Cˇíslo n ∈ N, n ≥ 2 je rovno soucˇinu prvocˇísla a prˇirozeného cˇísla. To znamená,
že pro každé n ∈ N existují taková cˇísla p, k ∈ N, kde p je prvocˇíslo, k prˇirozené cˇíslo a platí
rovnost
n = p · k.
Du˚kaz.[1] Du˚kaz provedeme silnou indukcí. Pro n = 2 = 2 · 1 je tvrzení dokazovaného
lemmatu pravdivé.
Budeme prˇedpokládat, že každé cˇíslo veˇtší než 2 a zárovenˇ menší než n, je soucˇi-
nem prvocˇísla a prˇirozeného cˇísla. Dokážeme, že za tohoto prˇedpokladu je cˇíslo n také
soucˇinem prvocˇísla a prˇirozeného cˇísla.
- Pokud n je prvocˇíslo, pak p = n a k = 1, a tak n = p · k.
- Pokud n není prvocˇíslo, pak musí být cˇíslem složeným, což vyplývá z Lemma 2.3.
Podle Definice 2.6 (definice složeného cˇísla) existují prˇirozená cˇísla p1, k1, kde p1, k1 > 1
takové, že
n = p1 · k1.
Navíc 2 ≤ p1 < n. Podle prˇedpokladu mu˚žeme cˇíslo p1 napsat ve tvaru p1 = p · k2,
kde p je prvocˇíslo. Tudíž
n = p · k2 · k1 = p · k,
kde k = k2 · k1 je prˇirozené cˇíslo.
Již se pomalu dostáváme k pojmu kanonický rozklad prˇirozeného cˇísla. Ted’, když už
známe definice prvocˇísla a složeného cˇísla, dokážeme, že každé prˇirozené cˇíslo, které je
veˇtší, nebo rovno dveˇma, mu˚žeme napsat jako soucˇin prvocˇísel.
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Prˇíklad 2.8
Napište cˇíslo 72 a 140 jako soucˇin prvocˇísel.
72 = 2 · 36 = 2 · 2 · 18 = 2 · 2 · 2 · 9 = 2 · 2 · 2 · 3 · 3 = 23 · 32
140 = 2 · 70 = 2 · 2 · 35 = 2 · 2 · 5 = 2 · 2 · 5 · 7 = 22 · 5 · 7
Z Prˇíkladu 2.8 vidíme, že cˇíslo n = 72 a také n = 140 lze rozložit na soucˇin prvocˇísel.
A takovému rozkladu se rˇíká kanonický rozklad prˇirozeného cˇísla n.
Veˇta 2.5 (O kanonickém rozkladu) [1] Každé prˇirozené cˇíslo n, kde n > 1, lze napsat jako
soucˇin prvocˇísel. To znamená, že pro každé prˇirozené cˇíslo n ̸= 1 existují prvocˇísla p1, ..., ps,
taková, že platí:
n = p1 · p2 · · · ps.
Du˚kaz.[1] Du˚kaz provedeme silnou indukcí. Pro n = 2 je tvrzení dokazovaného lemmatu
jisteˇ pravdivé (p1 = 2, s = 1).
Budeme prˇedpokládat, že tvrzení je pravdivé pro všechna prˇirozená cˇísla veˇtší, nebo
rovna cˇíslu 2 a menší než n. Ukážeme, že potom také cˇíslo n je soucˇinem prvocˇísel.
Podle Lemmatu 2.4, každé prˇirozené cˇíslo n > 1 mu˚žeme napsat ve tvaru n = p · k,
kde p je prvocˇíslo a k je prˇirozené cˇíslo.
Pokud k = 1, pak n = p = p1.
Pokud k > 1, tak z rovnosti n = p · k vyplývá, že 2 ≤ k < n. Pak podle indukcˇního
prˇedpokladu mu˚žeme napsat cˇíslo k jako soucˇin prvocˇísel.
Takže n = p · k = p1 · p2 · ... · ps.
Lemma 2.5 [2] Necht’ p, a, b ∈ N. Pokud p|ab a gcd(p, b) = 1, pak p|a.
Du˚kaz. Podle Veˇty 2.4 existují x0, y0 ∈ Z:
x0p+ y0b = 1
ax0p+ y0ab = a
odtud
p|ab⇒ ab = k · p
proto
ax0p+ y0kp = a
p(ax0 + y0k) = a.
Z toho vyplývá, že p|a.
Existuje jedna chytrá veˇta - rˇíká se ji Základní veˇta aritmetiky. Ta rˇíká, že kanonický
rozklad daného prˇirozeného cˇísla n existuje, až na porˇadí cˇinitelu˚, práveˇ jeden. Žádné
další kanonické rozklady téhož prˇirozeného cˇísla neexistují.
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Veˇta 2.6 (Základní veˇta aritmetiky) [1] Každé prˇirozené cˇíslo n, které je veˇtší než 1, lze za-
psat, až na porˇadí cˇinitelu˚, jako soucˇin prvocˇísel jediným zpu˚sobem.
Du˚kaz. [1] Pokud n je prvocˇíslo, pak podle definice prvocˇíselnosti nelze n napsat jako
soucˇin jiných prvocˇísel. Z toho vyplývá, že jeho rozklad je jednoznacˇný.
Prˇedpokládejme, že cˇíslo n je cˇíslo složené.
Meˇjme n = p1 · p2 · . . . · pk = q1 · q2 · . . . · ql, kde p1, p2, . . . , pk, q1, q2, . . . , ql
jsou prvocˇísla. Jelikož n je cˇíslo složené, tak platí, že k, l ≥ 2 a podle vlastnosti prvocˇísel
(Lemma 2.5) p1|(q1 · q2 · . . . · ql), tudíž p1 deˇlí alesponˇ jedno qi z prvocˇísel q1, q2, . . . , ql.
Prˇi vhodném prˇeindexování cˇísel q1, q2, . . . , ql dostáváme rovnost
p1 · p2 · . . . · pk = p1 · q2 · . . . · ql
p2 · . . . · pk = q2 · . . . · ql
Pokud tento postup zopakujeme ješteˇ k−krát, tak zjistíme, že pro každé i ∈ {1, . . . , k}
existuje ji ∈ {1, . . . , l} takové, že pi = qji a nakonec získáme rovnost
1 = ql−k · . . . · ql.
Z toho vyplývá, že
l = k a {p1, p2, . . . , pk} = {q1, q2, . . . , ql}.
Prˇíklad 2.9
Najdeˇte gcd(24, 36, 60) = ? pomocí kanonického rozkladu prˇirozených cˇísel.
Rˇešení: Nejprve u všech cˇísel provedeme kanonický rozklad.
24 = 2 · 12 = 2 · 2 · 6 = 2 · 2 · 2 · 3 = 23 · 3
36 = 2 · 18 = 2 · 2 · 9 = 2 · 2 · 3 · 3 = 22 · 32
60 = 2 · 30 = 2 · 2 · 15 = 2 · 2 · 3 · 5 = 22 · 3 · 5
Když jsme úspeˇšneˇ provedli kanonický rozklad cˇísel, tak do soucˇinu sepíšeme všechny
spolecˇné prvocˇísla, která se v kanonických rozkladech cˇísel 24, 36 a 60 vyskytla a poté k
nim prˇipíšeme jejich nejnižší mocniny.
Takže
gcd(24, 36, 60) = 22 · 3 = 12.
Je zrˇejmé, že cˇíslo 12 je deˇlitelem cˇísel 24, 36 a 60 a také všichni spolecˇní deˇlitelé cˇísel 24,
36 a 60 jej deˇlí.
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2.3 Nejmenší spolecˇný násobek
Definice 2.7 [1] Nejmenším spolecˇným násobkem cˇísel a, b ∈ Z (znacˇíme n(a, b)) je takové cˇíslo
n ∈ Z, které musí splnˇovat následující podmínky:
1. n(a, b) ≥ 0
2. a|n(a, b) ∧ b|n(a, b) (tzn. n(a, b) je spolecˇným násobkem cˇísel a a b).
3. Pokud (a|k) ∧ (b|k), pak n(a, b)|k (tzn. cˇíslo n(a, b) musí deˇlit všechny spolecˇné násobky
cˇísel a, b ).
Meˇjme dveˇ libovolneˇ velká celá cˇísla a, b. Pokud chceme podle Definice 2.7 nalézt
nejmenší spolecˇný násobek teˇchto cˇísel, najdeme si všechny násobky obou cˇísel a poté z
nich vybereme jejich spolecˇné násobky. Nejmenší z teˇchto spolecˇných násobku˚ je roven
n(a, b), nebot’ jisteˇ deˇlí všechny ostatní.
Nejmenší spolecˇný násobek libovolných cˇísel a, b ∈ Z mu˚žeme snadneˇji najít pomocí
gcd(a, b) a následující veˇty.
Veˇta 2.7 [1] Meˇjme dveˇ cˇísla a, b ∈ Z− {0}. Potom platí
n(a, b) = |ab|gcd(a,b) .
Du˚kaz.[1] Jelikož víme, že |ab| > 0, tak i gcd(a, b) > 0 a celý zlomek |ab|gcd(a,b) > 0.
Z Definice 2.3 víme, že gcd(a, b)|a ∧ gcd(a, b)|b.
Takže existují taková cˇísla k1, k2 ∈ Z− {0}, že
a = k1 · gcd(a, b) a b = k2 · gcd(a, b).
Oznacˇme
x = |ab|gcd(a,b)
a upravme
x = |ab|gcd(a,b) =
|k1|·gcd(a,b)·|b|
gcd(a,b) = |k1| · |b| = k1 · b
a zárovenˇ
x = |ab|gcd(a,b) =
|k2|·gcd(a,b)·|a|
gcd(a,b) = |k2| · |a| = k2 · a.
Z toho vyplývá, že x je spolecˇným násobkem cˇísel a, b, protože a|x ∧ b|x. Ješteˇ musíme
dokázat, že x je nejmenším spolecˇným násobkem cˇísel a a b.
Prˇedpokládejme, že n je neˇjaký nenulový spolecˇný násobek cˇísel a a b. Tzn. existují
cˇísla k3, k4 ∈ Z− {0} taková, že
n = k3a a n = k4b.
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Musíme dokázat, že x|n. Podle Veˇty 2.4 mu˚žeme gcd(a, b) napsat jako
x0 · a+ y0 · b, x0, y0 ∈ Z.
S využitím výše uvedených vztahu˚ sestavíme rovnost
x = |ab|gcd(a,b)
|ab| = x · gcd(a, b)
|ab| = x(x0a+ y0b)
|k3a · k4b| = x|x0k3k4a+ y0k3k4b|
n2 = x|x0k4n+ y0k3n|
|n| = x|x0k4 + y0k3|
A tímto jsme dokázali, že x|n.
Prˇíklad 2.10
Pomocí Veˇty 2.7 urcˇíme n(a, b), kde a = 156 a b = 35.
Rˇešení: Nejprve pomocí Euklidova algoritmu urcˇíme gcd(a, b):
156 = 4 · 35 + 16
35 = 2 · 16 + 3
16 = 5 · 3 + 1
3 = 3 · 1 + 0
Posledním nenulovým zbytkem v Euklidoveˇ algoritmu je cˇíslo 1 a to je nejveˇtší spolecˇný
deˇlitel cˇísel 156 a 35. Tudíž gcd(a, b) = 1.
Podle Veˇty 2.7 vypocˇítáme nejmenší spolecˇný násobek
n(a, b) = |ab|gcd(a,b) =
156·35
gcd(156,35) =
5460
1 = 5460.
Takže nejmenším spolecˇným násobkem cˇísel 156 a 35 je cˇíslo 5460.
Nejmenší spolecˇný násobek mu˚žeme urcˇit také pomocí kanonického rozkladu cˇísel.
Ukážeme si to v následujícím prˇíkladu.
Prˇíklad 2.11
Pomocí kanonického rozkladu cˇísel a a b urcˇete n(a, b), jestliže a = 23 ·52 ·73 a b = 34 ·53 ·72.
Rˇešení: Nejprve do soucˇinu sepíšeme všechny prvocˇísla, která se vyskytla v kanonických
rozkladech obou cˇísel a poté k nim prˇipíšeme jejich nejvyšší mocniny. Je zrˇejmé, že takto
vzniklé cˇíslo je nezáporné a je spolecˇným násobkem cˇísel a a b. Navíc každý spolecˇný
násobek cˇísel a a b je tímto cˇíslem deˇlitelný.
Takže n(a, b) = 23 · 34 · 53 · 73.
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3 Kongruence na množineˇ celých cˇísel
3.1 Pojem binární relace
Definice 3.1 Binární relace R na množineˇ A je podmnožina kartézského soucˇinu A×A. Jestliže
(x, y) ∈ R, pak píšeme xRy (x je v relaci R s y).
Vlastnosti relací:
1. Symetrie
- Binární relace R na množineˇ A je symetrická práveˇ tehdy, když pro každé
x, y ∈ A platí, pokud xRy, pak yRx.
2. Tranzitivita
- Binární relace R na množineˇ A je tranzitivní práveˇ tehdy, když pro každé
x, y, z ∈ A platí, pokud xRy a yRz, pak xRz.
3. Reflexe
- Binární relace R na množineˇ A je reflexivní práveˇ tehdy, když pro každé
x ∈ A platí xRx.
4. Antisymetrie
- Binární relace R na množineˇ A je antisymetrická práveˇ tehdy, když pro každé
x, y ∈ A platí, pokud xRy a yRx, pak x = y.
Relace, která je reflexivní, symetrická a zárovenˇ tranzitivní se nazývá relace ekviva-
lence. Naopak relace, která je reflexivní, antisymetrická a tranzitivní je relací cˇástecˇného
usporˇádání. My se ted’ budeme zabývat relací ekvivalence.
3.1.1 Relace ekvivalence
Definice 3.2 Binární relace R na množineˇ A se nazývá ekvivalence, pokud platí následující pod-
mínky:
- Pro každé x ∈ A : xRx
- Pro každé x, y ∈ A : xRy ⇒ yRx
- Pro každé x, y, z ∈ A : (xRy ∧ yRz)⇒ xRz
Du˚ležitým prˇíkladem ekvivalence je kongruence modulo m, které se budeme v této
kapitole veˇnovat nejvíce.
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3.2 Kongruence modulo m
Definice 3.3 Relací kongruence na okruhu celých cˇísel Z = ⟨Z,+, ·⟩ nazveme každou relaci R
na Z splnˇující následující podmínky:
1. R je relace ekvivalence na Z
2. ∀a, b, c, d ∈ Z : (aRb ∧ cRd)⇒ ((a+ c)R(b+ d) ∧ (a · c)R(b · d))
Definice 3.4 Necht’ cˇísla a, b ∈ Z a cˇíslo m ∈ N. Pokud existuje takové cˇíslo k ∈ Z, že platí
a− b = k ·m, pak cˇíslo a je kongruentní s b modulo m.
Znacˇíme
a ≡ b (modm).
Ukážeme, že výše uvedená definice je korektní. Dokážeme, že relace ≡ je opravdu
relace kongruence na množineˇ Z.
Nejprve si ukážeme, že ≡ je relace na Z. To dokážeme jednoduše tak, že oveˇrˇíme, zda
relace kongruence modulo m splnˇuje axiomy relace ekvivalence na množineˇ Z:
1. Jakékoliv celé cˇíslo musí být kongruentní samo se sebou (tj. reflexe).
2. Pokud je celé cˇíslo a kongruentní s celým cˇíslem b, pak i b musí být kongruentní s a
(tj. symetrie).
3. Jestliže celé cˇíslo a je kongruentní s celým cˇíslem bmodulom a cˇíslo b je kongruentní
s celým cˇíslem c modulo m, pak také cˇíslo a je kongruentní s cˇíslem c modulo m
(tj. tranzitivita).
Pokud relace kongruence splnˇuje tyto podmínky, pak se jedná o relaci ekvivalence
na množineˇ Z.
Veˇta 3.1 [1] Necht’ cˇísla a, b, c ∈ Z a cˇíslo m ∈ N, pak relace kongruence modulo m je relací
ekvivalence na množineˇ Z. Platí:
1. a ≡ a (modm)
2. a ≡ b (modm)⇒ b ≡ a (modm)
3. (a ≡ b (modm) ∧ b ≡ c (modm))⇒ a ≡ c (modm)
Du˚kaz.[1]
- Podle Definice 3.4, pro každé a ∈ Z platí, že a− a = 0 ·m. To znamená, že
a ≡ a (modm).
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- Prˇedpokládejme, že a ≡ b (modm). Chceme-li dokázat b ≡ a (modm), tak podle
Definice 3.4 upravíme rovnost a− b = k ·m tak, že dostaneme
b− a = −k ·m = k1 ·m,
kde k1 ∈ Z. Z toho vyplývá, že b ≡ a (modm).
- Budeme prˇedpokládat, že a ≡ b (modm) ∧ b ≡ c (modm). Podle Definice 3.4 dosta-
neme
a− b = k1 ·m
b− c = k2 ·m
Výše uvedené rovnosti secˇteme a dostaneme
a− c = (k1 − k2) ·m = k ·m,
kde k ∈ Z.
Podle Definice 3.4 je zrˇejmé, že a ≡ c (modm).
Dále ukážeme, že relace kongruence modulom splnˇuje i druhou podmínku z definice
relace kongruence.
Veˇta 3.2 Necht’ a, b, c, d ∈ Z,m ∈ N. Jestliže a ≡ b (modm) a c ≡ d (modm), pak platí:
1. a+ c ≡ b+ d (modm)
2. a− c ≡ b− d (modm)
3. a · c ≡ b · d (modm)
Du˚kaz. Prˇedpokládejme, že a ≡ b (modm) a c ≡ d (modm).
1. a− b = k1m
c− d = k2m
(a+ c)− (b+ d) = (k1 + k2) ·m⇒ a+ c ≡ b+ d (modm)
2. a− b = k1m
c− d = k2m
(a− c)− (b− d) = (k1 − k2) ·m⇒ a− c ≡ b− d (modm)
3. a− b = k1m
c− d = k2m
(a · c)− (b · d) = (a− b) · c+ (c− d) · b ≡ (c · k1 + b · k2)m
Jelikož c · k1 + b · k2 reprezentuje neˇjaké celé cˇíslo, tak platí
a · c ≡ b · d (modm).
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Veˇta 3.3 Necht’ a, b, c ∈ N, gcd(c,m) = 1. Potom platí
a · c ≡ b · c (modm)⇒ a ≡ b (modm).
Du˚kaz. Prˇedpokládejme, že
a · c ≡ b · c (modm)⇒ (a · c)− (b · c) = k ·m,
kde k ∈ Z.
c · (a− b) = k ·m⇒ m|c · (a− b).
Z Lemma 2.5 plyne, že
m|(a− b)⇒ a− b = k1 ·m,
kde k1 ∈ Z a tak
a ≡ b (modm).
3.3 Malá Fermatova veˇta
Pro tvorbu kritéria deˇlitelnosti prvocˇíslem p využijeme malou Fermatovu veˇtu.
Veˇta 3.4 (Malá Fermatova veˇta) [2] Necht’ p ∈ N je prvocˇíslo. Pak pro všechna prˇirozená cˇísla
a, která jsou nesoudeˇlná s p platí
ap−1 ≡ 1 (modp).
Du˚kaz. Necht’ a ∈ N, gcd(a, p) = 1. Jestliže pro neˇjaké i, j ∈ {1, 2, . . . , p− 1} platí
i · a ≡ j · a (modp).
Pak podle Veˇty 3.3
i ≡ j (modp).
Protože i, j ∈ {1, 2, . . . , p − 1} musí platit i = j. Z toho plyne, že cˇísla z množiny
{a, 2a, . . . , (p− 1)a} nejsou navzájem kongruentní modulo p.
Každé z cˇísel a, 2a, . . . , (p − 1)a patrˇí do jiné ze zbytkových trˇíd 1, 2, . . . , (p − 1) (modp).
Proto
a · 2a · · · · · (p− 1)a ≡ 1 · 2 · · · · · (p− 1) (modp).
Každé z cˇísel 1, 2, . . . , (p− 1) je nesoudeˇlné s p a proto
ap−1 ≡ 1 (modp).
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4 Kritéria deˇlitelnosti
V této kapitole využijeme znalostí z prˇedchozích kapitol a budeme se veˇnovat urcˇi-
tým pravidlu˚m, týkajících se deˇlitelnosti.
Abychom mohli snadno rozhodnout, zda je neˇjaké prˇirozené cˇíslo deˇlitelné beze zbytku
jiným prˇirozeným cˇíslem existují tzv. Kritéria deˇlitelnosti.
My si ukážeme ty nejzákladneˇjší.
4.1 Kritéria v desítkové soustaveˇ
V této cˇásti 4. kapitoly budeme zkoumat deˇlitelnost prˇirozeného cˇísla n, jehož ciferný
zápis v desítkové soustaveˇ je akak−1 . . . a0. To znamená, že
n = ak · 10k + ak−1 · 10k−1 + . . .+ a1 · 10 + a0,
kde ∀i ∈ {k, k − 1, . . . , 0} : ai ∈ {0, 1, . . . , 9}; ak ̸= 0.
4.1.1 Deˇlitelnost dveˇma
Tvrzení 4.1 Cˇíslo n ∈ N je deˇlitelné dveˇma práveˇ tehdy, když poslední cifra cˇísla n je sudá (tj.
0, 2, 4, 6, 8).
Du˚kaz. Necht’ n je prˇirozené cˇíslo a akak−1 . . . a0 je jeho ciferný zápis, tzn.
n = ak · 10k + ak−1 · 10k−1 + . . .+ a1 · 10 + a0.
Uvažme, že
101 ≡ 0 (mod2)
102 ≡ 0 (mod2)
103 ≡ 0 (mod2)
...
Indukcí je možné snadno dokázat, že
∀k ∈ N : 10k ≡ 0 (mod2).
Cˇíslo n je deˇlitelné dveˇma práveˇ tehdy, když
2 |n ⇔ n ≡ 0 (mod2)
⇔ ak · 10k + ak−1 · 10k−1 + . . .+ a1 · 10 + a0 ≡ 0 (mod2)
⇔ ak · 0 + ak−1 · 0 + · · ·+ a1 · 0 + a0 ≡ 0 (mod2)
⇔ a0 ≡ 0 (mod2)
(3)
Z ( 3) tak plyne, že
2 |n⇔ 2|a0, a0 ∈ {0, 2, 4, 6, 8}.
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Prˇíklad 4.1
Urcˇete, zda cˇíslo 644 je deˇlitelné cˇíslem 2.
644 = 6 · 102 + 4 · 101 + 4
Z du˚kazu Tvrzení 4.1 plyne, že
2|n ⇔ 2|a0
2|644 ⇔ 2|4
Cˇíslo 2 deˇlí cˇíslo 4 a to znamená, že cˇíslo 644 je deˇlitelné dveˇma.
4.1.2 Deˇlitelnost trˇemi
Tvrzení 4.2 Cˇíslo n ∈ N je deˇlitelné trˇemi práveˇ tehdy, když jeho ciferný soucˇet je deˇlitelný
trˇemi.
Du˚kaz. Necht’ n je prˇirozené cˇíslo a akak−1 . . . a0 je jeho ciferný zápis, tzn.
n = ak · 10k + ak−1 · 10k−1 + . . .+ a1 · 10 + a0.
Uvažme, že
101 ≡ 1 (mod3)
102 ≡ 1 (mod3)
103 ≡ 1 (mod3)
...
Indukcí je možné snadno dokázat, že
∀k ∈ N : 10k ≡ 1 (mod3).
Cˇíslo n je deˇlitelné trˇemi práveˇ tehdy, když
3 |n ⇔ n ≡ 0 (mod3)
⇔ ak · 10k + ak−1 · 10k−1 + . . .+ a1 · 10 + a0 ≡ 0 (mod3)
⇔ ak + ak−1 + . . .+ a1 + a0 ≡ 0 (mod3)
⇔
k
i=0
ai ≡ 0 (mod3)
(4)
Z ( 4) tak plyne, že
3 |n⇔ 3 |
k
i=0
ai.
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Prˇíklad 4.2
Urcˇete, zda cˇíslo 1434 je deˇlitelné cˇíslem 3.
1434 = 1 · 103 + 4 · 102 + 3 · 101 + 4
Z du˚kazu Tvrzení 4.2 plyne, že
3|n ⇔ 3|
k
i=0
ai
3|1434 ⇔ 3|4 + 3 + 4 + 1
⇔ 3|12
Cˇíslo 3 deˇlí cˇíslo 12 a to znamená, že cˇíslo 1434 je deˇlitelné trˇemi.
4.1.3 Deˇlitelnost cˇtyrˇmi
Tvrzení 4.3 Cˇíslo n ∈ N je deˇlitelné cˇtyrˇmi práveˇ tehdy, když
4 | 2a1 + a0.
Du˚kaz. Necht’ n je prˇirozené cˇíslo a akak−1 . . . a0 je jeho ciferný zápis, tzn.
n = ak · 10k + ak−1 · 10k−1 + . . .+ a1 · 10 + a0.
Uvažme, že
101 ≡ 2 (mod4)
102 ≡ 0 (mod4)
103 ≡ 0 (mod4)
...
Indukcí je možné snadno dokázat, že
∀k ∈ N, k ≥ 2 : 10k ≡ 0 (mod4).
Cˇíslo n je deˇlitelné cˇtyrˇmi práveˇ tehdy, když
4 |n ⇔ n ≡ 0 (mod4)
⇔ ak · 10k + ak−1 · 10k−1 + . . .+ a1 · 10 + a0 ≡ 0 (mod4)
⇔ ak · 0 + ak−1 · 0 + . . .+ a1 · 2 + a0 ≡ 0 (mod4)
⇔ 2a1 + a0 ≡ 0 (mod4)
(5)
Z ( 5) tak plyne, že
4 |n⇔ 4 | 2a1 + a0.
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Prˇíklad 4.3
Urcˇete, zda cˇíslo 3624 je deˇlitelné cˇíslem 4.
3624 = 3 · 103 + 6 · 102 + 2 · 101 + 4.
Z du˚kazu Tvrzení 4.3 plyne, že
4|n ⇔ 4|2a1 + a0
4|3624 ⇔ 4|2 · 2 + 4
⇔ 4|8
Cˇíslo 4 deˇlí cˇíslo 8 a to znamená, že cˇíslo 3624 je deˇlitelné cˇtyrˇmi.
4.1.4 Deˇlitelnost peˇti
Tvrzení 4.4 Cˇíslo n ∈ N je deˇlitelné peˇti práveˇ tehdy, když jeho poslední cˇíslice je 0 nebo 5.
Du˚kaz. Necht’ n je prˇirozené cˇíslo a akak−1 . . . a0 je jeho ciferný zápis, tzn.
n = ak · 10k + ak−1 · 10k−1 + . . .+ a1 · 10 + a0.
Uvažme, že
101 ≡ 0 (mod5)
102 ≡ 0 (mod5)
103 ≡ 0 (mod5)
...
Indukcí je možné snadno dokázat, že
∀k ∈ N : 10k ≡ 0 (mod5).
Cˇíslo n je deˇlitelné peˇti práveˇ tehdy, když
5 |n ⇔ n ≡ 0 (mod5)
⇔ ak · 10k + ak−1 · 10k−1 + . . .+ a1 · 10 + a0 ≡ 0 (mod5)
⇔ ak · 0 + ak−1 · 0 + . . .+ a1 · 0 + a0 ≡ 0 (mod5)
⇔ a0 ≡ 0 (mod5)
(6)
Z ( 6) tak plyne, že
5 |n⇔ 5 | a0, a0 ∈ {0, 5}.
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Prˇíklad 4.4
Urcˇete, zda cˇíslo 955 je deˇlitelné cˇíslem 5.
955 = 9 · 102 + 5 · 101 + 5.
Z du˚kazu Tvrzení 4.4 plyne, že
5|n ⇔ 5|a0
5|955 ⇔ 5|5
Cˇíslo 5 deˇlí cˇíslo 5 a to znamená, že cˇíslo 955 je deˇlitelné peˇti.
4.1.5 Deˇlitelnost šesti
Tvrzení 4.5 Cˇíslo n ∈ N je deˇlitelné šesti práveˇ tehdy, když
6 |n⇔

2|a0 ∧ 3|
k
i=0
ai

.
Du˚kaz. Podle Tvrzení 4.1 a Tvrzení 4.2 nastane, že
6 |n⇔ (2|n ∧ 3|n).
Tvrzení 4.6 Cˇíslo n ∈ N je deˇlitelné šesti práveˇ tehdy, když
6 |n⇔

4 ·
k
i=1
ai + a0

.
Du˚kaz. Necht’ n je prˇirozené cˇíslo a akak−1 . . . a0 je jeho ciferný zápis, tzn.
n = ak · 10k + ak−1 · 10k−1 + . . .+ a1 · 10 + a0.
Uvažme, že
101 ≡ 4 (mod6)
102 ≡ 4 (mod6)
103 ≡ 4 (mod6)
...
Indukcí je možné snadno dokázat, že
∀k ∈ N : 10k ≡ 4 (mod6).
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Proto
6 |n ⇔ n ≡ 0 (mod6)
⇔ ak · 10k + ak−1 · 10k−1 + . . .+ a1 · 10 + a0 ≡ 0 (mod6)
⇔ ak · 4 + ak−1 · 4 + . . .+ a1 · 4 + a0 ≡ 0 (mod6)
⇔ 4 ·
k
i=1
ai + a0 ≡ 0 (mod6)
(7)
Z ( 7) plyne, že
6 |n⇔ 6 |

4 ·
k
i=1
ai + a0

.
Prˇíklad 4.5
Urcˇete, zda cˇíslo 924 je deˇlitelné cˇíslem 6.
924 = 9 · 102 + 2 · 101 + 4.
Z du˚kazu Tvrzení 4.6 plyne, že
6|n ⇔ 6 | 4 ·
k
i=1
ai + a0
6|924 ⇔ 6 | 4 · 2 + 4 · 9 + 4
⇔ 6 | 48
Cˇíslo 6 deˇlí cˇíslo 48 a to znamená, že cˇíslo 924 je deˇlitelné šesti.
4.1.6 Deˇlitelnost sedmi
Tvrzení 4.7 Cˇíslo n ∈ N je deˇlitelné sedmi práveˇ tehdy, když
7 |n ⇔ 7 |

1 ·
q−1
i=0
(ai·6+0) + 3 ·
q−1
i=0
(ai·6+1) + 2 ·
q−1
i=0
(ai·6+2) + 6 ·
q−1
i=0
(ai·6+3)+
+4 ·
q−1
i=0
(ai·6+4) + 5 ·
q−1
i=0
(ai·6+5) + aq6 · 1 + aq6+1 · 3 + . . .+ aq6+r · br

,
kde b0 = 1, b1 = 3, b2 = 2, b3 = 6, b4 = 4, b5 = 5 a k + 1 = q · 6 + r, kde 0 ≤ r < 6, q ∈ Z.
Du˚kaz. Necht’ n je prˇirozené cˇíslo a akak−1 . . . a0 je jeho ciferný zápis, tzn.
n = ak · 10k + ak−1 · 10k−1 + . . .+ a1 · 10 + a0.
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Cˇíslo 7 je prvocˇíslo a tak použijeme Veˇtu 3.4 (malá Fermatova veˇta) a dostaneme
101 ≡ 3 (mod7)
102 ≡ 2 (mod7)
103 ≡ 6 (mod7)
104 ≡ 4 (mod7)
105 ≡ 5 (mod7)
106 ≡ 1 (mod7)
107 = 101+6 ≡ 3 (mod7)
108 = 102+6 ≡ 2 (mod7)
109 = 103+6 ≡ 6 (mod7)
...
1013 = 101+2·6 ≡ 3 (mod7)
1014 = 102+2·6 ≡ 2 (mod7)
1015 = 103+2·6 ≡ 6 (mod7)
...
Oznacˇme b0 = 1, b1 = 3, b2 = 2, b3 = 6, b4 = 4, b5 = 5. Jestliže k + 1 = q · 6 + r, kde
0 ≤ r < 6, q ∈ Z, pak
7 |n ⇔ 7 |

1 ·
q−1
i=0
(ai·6+0) + 3 ·
q−1
i=0
(ai·6+1) + 2 ·
q−1
i=0
(ai·6+2) + 6 ·
q−1
i=0
(ai·6+3)+
+4 ·
q−1
i=0
(ai·6+4) + 5 ·
q−1
i=0
(ai·6+5) + aq6 · 1 + aq6+1 · 3 + . . .+ aq6+r · br

.
Prˇíklad 4.6
Urcˇete, zda cˇíslo 1792 je deˇlitelné cˇíslem 7.
1792 = 1 · 103 + 7 · 102 + 9 · 101 + 2.
Z du˚kazu Tvrzení 4.7 plyne, že
7|1792 ⇔ 7 | 1 · 6 + 7 · 2 + 9 · 3 + 2 · 1
⇔ 7 | 6 + 14 + 27 + 2
⇔ 7 | 49
Cˇíslo 7 deˇlí cˇíslo 49 a to znamená, že cˇíslo 1792 je deˇlitelné sedmi.
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4.1.7 Deˇlitelnost osmi
Tvrzení 4.8 Cˇíslo n ∈ N je deˇlitelné osmi práveˇ tehdy, když
8 |n⇔ 8 | 4a2 + 2a1 + a0.
Du˚kaz. Necht’ n je prˇirozené cˇíslo a akak−1 . . . a0 je jeho ciferný zápis, tzn.
n = ak · 10k + ak−1 · 10k−1 + . . .+ a1 · 10 + a0.
Uvažme, že
101 ≡ 2 (mod8)
102 ≡ 4 (mod8)
103 ≡ 0 (mod8)
104 ≡ 0 (mod8)
...
Indukcí je možné snadno dokázat, že
∀k ∈ N, k ≥ 3 : 10k ≡ 0 (mod8).
Cˇíslo n je deˇlitelné osmi práveˇ tehdy, když
8 |n ⇔ n ≡ 0 (mod8)
⇔ ak · 10k + ak−1 · 10k−1 + . . .+ a1 · 10 + a0 ≡ 0 (mod8)
⇔ ak · 0 + ak−1 · 0 + . . .+ a2 · 4 + a1 · 2 + a0 ≡ 0 (mod8)
⇔ 4a2 + 2a1 + a0 ≡ 0 (mod8)
(8)
Z ( 8) tak plyne, že
8|n⇔ 8|4a2 + 2a1 + a0.
Prˇíklad 4.7
Urcˇete, zda cˇíslo 6384 je deˇlitelné cˇíslem 8.
6384 = 6 · 103 + 3 · 102 + 8 · 101 + 4.
Z du˚kazu Tvrzení 4.8 plyne, že
8|n ⇔ 8 | 4a2 + 2a1 + a0
8|6384 ⇔ 8 | 4 · 3 + 2 · 8 + 4
⇔ 8 | 12 + 16 + 4
⇔ 8 | 32
Cˇíslo 8 deˇlí cˇíslo 32 a to znamená, že cˇíslo 6384 je deˇlitelné osmi.
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4.1.8 Deˇlitelnost devíti
Tvrzení 4.9 Cˇíslo n ∈ N je deˇlitelné devíti práveˇ tehdy, když jeho ciferný soucˇet je deˇlitelný
devíti.
Du˚kaz. Necht’ n je prˇirozené cˇíslo a akak−1 . . . a0 je jeho ciferný zápis, tzn.
n = ak · 10k + ak−1 · 10k−1 + . . .+ a1 · 10 + a0.
Uvažme, že
101 ≡ 1 (mod9)
102 ≡ 1 (mod9)
103 ≡ 1 (mod9)
...
Indukcí je možné snadno dokázat, že
∀k ∈ N : 10k ≡ 1 (mod9).
Cˇíslo n je deˇlitelné devíti práveˇ tehdy, když
9|n ⇔ n ≡ 0 (mod9)
⇔ ak · 10k + ak−1 · 10k−1 + . . .+ a1 · 10 + a0 ≡ 0 (mod9)
⇔ ak + ak−1 + . . .+ a1 + a0 ≡ 0 (mod9)
⇔
k
i=0
ai ≡ 0 (mod9)
(9)
Z ( 9) tak plyne, že
9 |n⇔ 9|
k
i=0
ai.
Prˇíklad 4.8
Urcˇete, zda cˇíslo 4536 je deˇlitelné cˇíslem 9.
4536 = 4 · 103 + 5 · 102 + 3 · 101 + 6.
Z du˚kazu Tvrzení 4.9 plyne, že
9|n ⇔ 9 | ki=0 ai
9|4536 ⇔ 9 | 6 + 3 + 5 + 4
⇔ 9 | 18
Cˇíslo 9 deˇlí cˇíslo 18 a to znamená, že cˇíslo 4536 je deˇlitelné devíti.
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4.1.9 Deˇlitelnost deseti
Tvrzení 4.10 Cˇíslo n ∈ N je deˇlitelné deseti práveˇ tehdy, když jeho poslední cˇíslice je nula.
Du˚kaz. Necht’ n je prˇirozené cˇíslo a akak−1 . . . a0 je jeho ciferný zápis, tzn.
n = ak · 10k + ak−1 · 10k−1 + . . .+ a1 · 10 + a0.
Uvažme, že
101 ≡ 0 (mod10)
102 ≡ 0 (mod10)
103 ≡ 0 (mod10)
...
Indukcí je možné snadno dokázat, že
∀k ∈ N : 10k ≡ 0 (mod10).
Cˇíslo n je deˇlitelné deseti práveˇ tehdy, když
10 |n ⇔ n ≡ 0 (mod10)
⇔ ak · 10k + ak−1 · 10k−1 + . . .+ a1 · 10 + a0 ≡ 0 (mod10)
⇔ ak · 0 + ak−1 · 0 + . . .+ a1 · 0 + a0 ≡ 0 (mod10)
⇔ a0 ≡ 0 (mod10)
(10)
Z ( 10) tak plyne, že
10 |n⇔ 10 | a0, a0 = 0.
Prˇíklad 4.9
Urcˇete, zda cˇíslo 680 je deˇlitelné cˇíslem 10.
680 = 6 · 102 + 8 · 101 + 0.
Z du˚kazu Tvrzení 4.10 plyne, že
10|n ⇔ 10 | a0
10|680 ⇔ 10 | 0
Cˇíslo 10 deˇlí cˇíslo 0 a to znamená, že cˇíslo 680 je deˇlitelné deseti.
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4.1.10 Deˇlitelnost jedenácti
Tvrzení 4.11 Cˇíslo n ∈ N je deˇlitelné jedenácti práveˇ tehdy, když rozdíl soucˇtu cˇíslic na sudém
a lichém místeˇ je deˇlitelný 11.
Du˚kaz. Necht’ n je prˇirozené cˇíslo a akak−1 . . . a0 je jeho ciferný zápis, tzn.
n = ak · 10k + ak−1 · 10k−1 + . . .+ a1 · 10 + a0.
Uvažme, že
101 ≡ −1 (mod11)
102 ≡ 1 (mod11)
103 ≡ −1 (mod11)
104 ≡ 1 (mod11)
...
10k ≡ (−1)k (mod11)
Cˇíslo n je deˇlitelné jedenácti práveˇ tehdy, když
11 |n ⇔ n ≡ 0 (mod11)
⇔ ak · 10k + ak−1 · 10k−1 + . . .+ a1 · 10 + a0 ≡ 0 (mod11)
⇔ ak · (−1)k + ak−1 · (−1)k−1 + . . .+ a1 · (−1) + a0 ≡ 0 (mod11)
⇔ ak · (−1)k + · · ·+ a4 − a3 + a2 − a1 + a0 ≡ 0 (mod11)
⇔
k
i=0
(−1)i · ai ≡ 0 (mod11)
(11)
Z ( 11) tak plyne, že
11 |n⇔ 11 |
k
i=0
(−1)i · ai.
Prˇíklad 4.10
Urcˇete, zda cˇíslo 242 je deˇlitelné cˇíslem 11.
242 = 2 · 102 + 4 · 101 + 2.
Z du˚kazu Tvrzení 4.11 plyne, že
11|n ⇔ 11 |
k
i=0
(−1)i · ai
11|242 ⇔ 11 | (−1)0 · 2 + (−1)1 · 4 + (−1)2 · 2
⇔ 11 | 2− 4 + 2
⇔ 11 | 0
Cˇíslo 11 deˇlí cˇíslo 0 a to znamená, že cˇíslo 242 je deˇlitelné jedenácti.
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4.1.11 Deˇlitelnost dvanácti
Tvrzení 4.12 Cˇíslo n ∈ N je deˇlitelné dvanácti práveˇ tehdy, když
12 |n⇔

3|
k
i=0
ai ∧ 4|(a1 + a0)

.
Du˚kaz. Podle Tvrzení 4.2 a Tvrzení 4.3 nastane, že
12 |n⇔ (3|n ∧ 4|n).
Tvrzení 4.13 Cˇíslo n ∈ N je deˇlitelné dvanácti práveˇ tehdy, když
12 |n⇔ 12 |

4 ·
k
i=2
ai + 10a1 + a0

.
Du˚kaz. Necht’ n je prˇirozené cˇíslo a akak−1 . . . a0 je jeho ciferný zápis, tzn.
n = ak · 10k + ak−1 · 10k−1 + . . .+ a1 · 10 + a0.
Uvažme, že
101 ≡ 10 (mod12)
102 ≡ 4 (mod12)
103 ≡ 4 (mod12)
104 ≡ 4 (mod12)
...
Indukcí je možné snadno dokázat, že
∀k ∈ N, k ≥ 2 : 10k ≡ 4 (mod12).
Proto
12 |n ⇔ n ≡ 0 (mod12)
⇔ ak · 10k + ak−1 · 10k−1 + . . .+ a2 · 102 + a1 · 10 + a0 ≡ 0 (mod12)
⇔ ak · 4 + ak−1 · 4 + . . .+ a2 · 4 + a1 · 10 + a0 ≡ 0 (mod12)
⇔ 12 | 4 ·
k
i=2
ai + a1 · 10 + a0 ≡ 0 (mod12)
(12)
Z ( 12) plyne, že
12 |n⇔ 12 |

4 ·
k
i=2
ai + 10a1 + a0

.
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Prˇíklad 4.11
Urcˇete, zda cˇíslo 144 je deˇlitelné cˇíslem 12.
144 = 1 · 102 + 4 · 101 + 4.
Z du˚kazu Tvrzení 4.13 plyne, že
12|n ⇔ 12 | 4 ·
k
i=2
ai + a1 · 10 + a0
12|144 ⇔ 12 | 1 · 4 + 4 · 10 + 4
⇔ 12 | 48
Cˇíslo 12 deˇlí cˇíslo 48 a to znamená, že cˇíslo 144 je deˇlitelné dvanácti.
4.1.12 Deˇlitelnost prvocˇíslem
Tvrzení 4.14 Cˇíslo n ∈ N je deˇlitelné prvocˇíslem p, p /∈ {2, 5} práveˇ tehdy, když platí
p−1
j=0
bj ·
q−1
i=0
(ai(p−1)+j) + (aq(p−1) · 1 + aq(p−1)+1 · b1 + . . .+ aq(p−1)+r · br) ≡ 0 (modp),
kde bj ∈ {0, 1, 2, . . . , p−1}, bj ≡ 10j (modp), k+1 = q · (p−1)+r, kde 0 ≤ r < p−1, q ∈ Z.
Du˚kaz. Pro každé prvocˇíslo p ̸= {2, 5} : 10p−1 ≡ 1 (modp). Necht’ n je prˇirozené cˇíslo a
platí
n = ak · 10k + ak−1 · 10k−1 + . . .+ a1 · 10 + a0 ≡ 0 (modp).
Jisteˇ existují cˇísla b1, b2, . . . , bp ∈ {0, 1, . . . , p− 1} splnˇující
100 ≡ b0 (modp)
101 ≡ b1 (modp)
102 ≡ b2 ≡ b21 (modp)
103 ≡ b3 ≡ b31 (modp)
...
10p−2 ≡ bp−2 ≡ bp−21 (modp)
10p−1 ≡ b0 (modp)
10p ≡ b1 (modp)
10p+1 ≡ b2 (modp)
...
Výše uvedené kongruence plynou z malé Fermatovy veˇty. Jestliže k + 1 = q · (p− 1) + r,
kde 0 ≤ r < p− 1, q ∈ Z, pak platí
ak · 10k + ak−1 · 10k−1 + . . .+ a1 · 10 + a0 ≡
(a0 · 1 + a1 · b1 + . . .+ ap−2 · bp−2)+
+(ap−1 · 1 + ap · b1 + . . .+ a2p−3 · bp−2)+
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+(a2(p−1) · 1 + a2(p−1)+1 · b1 + . . .+ a2(p−1)+p−2 · bp−2)+
...
+(aq(p−1) · 1 + aq(p−1)+1 · b1 + . . .+ aq(p−1)+r · br) =
= b0 ·
q−1
i=0
(ai(p−1)) + b1 ·
q−1
i=0
(ai(p−1)+1)+
...
+bp−2 ·
q−1
i=0
(ai(p−1)+p−2) + (aq(p−1) · 1 + aq(p−1)+1 · b1 + . . .+ aq(p−1)+r · br) ≡ 0 (modp).
Prˇedchozí rovnost lze také napsat ve zkráceném tvaru
p−b
j=0
bj ·
q−1
i=0
(ai(p−1)+j) + (aq(p−1) · 1 + aq(p−1)+1 · b1 + . . .+ aq(p−1)+r · br) ≡ 0 (modp).
4.2 Rychlý prˇehled kritérií v desítkové soustaveˇ
n Kritérium deˇlitelnosti
2 2|n⇔ 2|a0
3 3|n⇔ 3|
k
i=0
ai
4 4|n⇔ 4|2a1 + a0
5 5|n⇔ 5|a0
6 6|n⇔ 6|(2|n ∧ 3|n)
6|n⇔ 6|4 ·
k
i=1
ai + a0
7 7|n⇔ 7|1 ·
q−1
i=0
(ai·6+0) + 3 ·
q−1
i=0
(ai·6+1) + 2 ·
q−1
i=0
(ai·6+2) + 6 ·
q−1
i=0
(ai·6+3) +
+4 ·
q−1
i=0
(ai·6+4) + 5 ·
q−1
i=0
(ai·6+5) + aq6 · 1 + aq6+1 · 3 + . . .+ aq6+r · br
8 8|n⇔ 8|4a2 + 2a1 + a0
9 9|n⇔ 9|
k
i=0
ai
10 10|n⇔ 10|a0
11 11|n⇔ 11|
k
i=0
(−1)i · ai
12 12|n⇔ 12|(3|n ∧ 4|n)
12|n⇔ 12|

4 ·
k
i=2
ai + 10a1 + a0

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4.3 Kritéria v binární soustaveˇ
V této cˇásti 4. kapitoly budeme zkoumat deˇlitelnost cˇísla n ∈ N, jehož ciferný zápis v
binární soustaveˇ je akak−1 . . . a0. To znamená, že
n = ak · 2k + ak−1 · 2k−1 + . . .+ a2 · 22 + a1 · 2 + a0,
kde ∀i ∈ {k, k − 1, . . . , 0} : ai ∈ {0, 1}.
4.3.1 Deˇlitelnost dveˇma
Tvrzení 4.15 Cˇíslo n ∈ N je deˇlitelné dveˇma práveˇ tehdy, když poslední cifra cˇísla n je 0.
Du˚kaz. Necht’ n ∈ N a akak−1 . . . a0 je jeho ciferný zápis, tzn.
n = ak · 2k + ak−1 · 2k−1 + . . .+ a1 · 2 + a0.
Uvažme, že
20 ≡ 1 (mod2)
21 ≡ 0 (mod2)
22 ≡ 0 (mod2)
23 ≡ 0 (mod2)
...
Indukcí je možné snadno dokázat, že
∀k ∈ N : 2k ≡ 0 (mod2).
Cˇíslo n je deˇlitelné dveˇma práveˇ tehdy, když
2 |n ⇔ n ≡ 0 (mod2)
⇔ ak · 2k + ak−1 · 2k−1 + . . .+ a1 · 2 + a0 ≡ 0 (mod2)
⇔ ak · 0 + ak−1 · 0 + · · ·+ a1 · 0 + a0 ≡ 0 (mod2)
⇔ a0 ≡ 0 (mod2)
(13)
Z ( 13) tak plyne, že
2 |n⇔ 2|a0, a0 = 0.
Prˇíklad 4.12
Urcˇete, zda cˇíslo (1010)2 je deˇlitelné cˇíslem 2.
(1010)2 = 1 · 23 + 0 · 22 + 1 · 21 + 0.
Z du˚kazu Tvrzení 4.15 plyne, že
2|n ⇔ 2 | a0
2|(1010)2 ⇔ 2 | 0
Cˇíslo 2 deˇlí cˇíslo 0 a to znamená, že cˇíslo (1010)2 je deˇlitelné dveˇma.
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4.3.2 Deˇlitelnost trˇemi
Tvrzení 4.16 Cˇíslo n ∈ N je deˇlitelné trˇemi práveˇ tehdy, když rozdíl soucˇtu cˇíslic na sudém a
lichém místeˇ je deˇlitelný 3.
Du˚kaz. Necht’ n ∈ N a akak−1 . . . a0 je jeho ciferný zápis, tzn.
n = ak · 2k + ak−1 · 2k−1 + . . .+ a1 · 2 + a0.
Uvažme, že
21 ≡ −1 (mod3)
22 ≡ 1 (mod3)
23 ≡ −1 (mod3)
24 ≡ 1 (mod3)
...
2k ≡ (−1)k (mod3)
Cˇíslo n je deˇlitelné trˇemi práveˇ tehdy, když
3 |n ⇔ n ≡ 0 (mod3)
⇔ ak · 2k + ak−1 · 2k−1 + . . .+ a1 · 2 + a0 ≡ 0 (mod3)
⇔ ak · (−1)k + ak−1 · (−1)k−1 + . . .+ a1 · (−1) + a0 ≡ 0 (mod3)
⇔ ak · (−1)k + · · ·+ a4 − a3 + a2 − a1 + a0 ≡ 0 (mod3)
⇔
k
i=0
(−1)i · ai ≡ 0 (mod3)
(14)
Z ( 14) tak plyne, že
3 |n⇔ 3|
k
i=0
(−1)i · ai.
Prˇíklad 4.13
Urcˇete, zda cˇíslo (1100)2 je deˇlitelné cˇíslem 3.
(1100)2 = 1 · 23 + 1 · 22 + 0 · 21 + 0.
Z du˚kazu Tvrzení 4.16 plyne, že
3|n ⇔ 3 |
k
i=0
(−1)i · ai
3|(1100)2 ⇔ 3 | − 1 + 1− 0 + 0
⇔ 3 | 0
Cˇíslo 3 deˇlí cˇíslo 0 a to znamená, že cˇíslo (1100)2 je deˇlitelné trˇemi.
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4.3.3 Deˇlitelnost cˇtyrˇmi
Tvrzení 4.17 Cˇíslo n ∈ N je deˇlitelné cˇtyrˇmi práveˇ tehdy, když soucˇet jeho poslední cifry a
dvojnásobku prˇedposlední cifry je deˇlitelný cˇíslem cˇtyrˇi.
Du˚kaz. Necht’ n ∈ N a akak−1 . . . a0 je jeho ciferný zápis, tzn.
n = ak · 2k + ak−1 · 2k−1 + . . .+ a1 · 2 + a0.
Uvažme, že
20 ≡ 1 (mod4)
21 ≡ 2 (mod4)
22 ≡ 0 (mod4)
23 ≡ 0 (mod4)
24 ≡ 0 (mod4)
...
Indukcí je možné snadno dokázat, že
∀k ∈ N, k ≥ 2 : 2k ≡ 0 (mod4).
Cˇíslo n je deˇlitelné cˇtyrˇmi práveˇ tehdy, když
4 |n ⇔ n ≡ 0 (mod4)
⇔ ak · 2k + ak−1 · 2k−1 + . . .+ a1 · 2 + a0 ≡ 0 (mod4)
⇔ ak · 0 + ak−1 · 0 + . . .+ a1 · 2 + a0 ≡ 0 (mod4)
⇔ 2a1 + a0 ≡ 0 (mod4)
(15)
Z ( 15) tak plyne, že
4 |n⇔ 4 | 2a1 + a0.
Prˇíklad 4.14
Urcˇete, zda cˇíslo (11100)2 je deˇlitelné cˇíslem 4.
(11100)2 = 1 · 24 + 1 · 23 + 1 · 22 + 0 · 21 + 0.
Z du˚kazu Tvrzení 4.17 plyne, že
4|n ⇔ 4 | 2a1 + a0
4|(11100)2 ⇔ 4 | 2 · 0 + 0
⇔ 4 | 0
Cˇíslo 4 deˇlí cˇíslo 0 a to znamená, že cˇíslo (11100)2 je deˇlitelné cˇtyrˇmi.
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4.3.4 Deˇlitelnost peˇti
Tvrzení 4.18 Cˇíslo n ∈ N je deˇlitelné peˇti práveˇ tehdy, když
5 |n ⇔ 5 |

1 ·
q−1
i=0
(ai·4+0) + 2 ·
q−1
i=0
(ai·4+1)− 1 ·
q−1
i=0
(ai·4+2)− 2 ·
q−1
i=0
(ai·4+3) +
r
i=0
bi · aq·k+i

,
kde b0 = 1, b1 = 2, b2 = −1, b3 = −2 a k = q · 4 + r, kde 0 ≤ r < 4, q ∈ Z.
Du˚kaz. Necht’ n ∈ N a akak−1 . . . a0 je jeho ciferný zápis, tzn.
n = ak · 2k + ak−1 · 2k−1 + . . .+ a1 · 2 + a0.
Uvažme, že
20 ≡ 1 (mod5)
21 ≡ 2 (mod5)
22 ≡ −1 (mod5)
23 ≡ −2 (mod5)
24 ≡ 1 (mod5)
25 ≡ 2 (mod5)
...
Oznacˇme b0 = 1, b1 = 2, b2 = −1, b3 = −2. Jestliže k = q · 4 + r, kde 0 ≤ r < 4, q ∈ Z, pak
z Veˇty 3.4 (malá Fermatova veˇta) plyne, že
5 |n ⇔ 5 |

1 ·
q−1
i=0
(ai·4+0) + 2 ·
q−1
i=0
(ai·4+1)− 1 ·
q−1
i=0
(ai·4+2)− 2 ·
q−1
i=0
(ai·4+3) +
r
i=0
bi · aq·4+i

.
Prˇíklad 4.15
Urcˇete, zda cˇíslo (10100)2 je deˇlitelné cˇíslem 5.
(10100)2 = 1 · 24 + 0 · 23 + 1 · 22 + 0 · 21 + 0.
Z du˚kazu Tvrzení 4.18 plyne, že
5|(10100)2 ⇔ 5 | 1 · 0 + 0 · 2− 1 · 1− 2 · 0 + 1 · 1
⇔ 5 | 0 + 0− 1− 0 + 1
⇔ 5 | 0
Cˇíslo 5 deˇlí cˇíslo 0 a to znamená, že cˇíslo (10100)2 je deˇlitelné peˇti.
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4.3.5 Deˇlitelnost šesti
Tvrzení 4.19 Cˇíslo n ∈ N je deˇlitelné šesti práveˇ tehdy, když
6 |n⇔ 6 | 4 ·
k
i=1
(−1)i · ai + a0.
Du˚kaz. Necht’ n ∈ N a akak−1 . . . a0 je jeho ciferný zápis, tzn.
n = ak · 2k + ak−1 · 2k−1 + . . .+ a1 · 2 + a0.
Uvažme, že
20 ≡ 1 (mod6)
21 ≡ −4 (mod6)
22 ≡ 4 (mod6)
23 ≡ −4 (mod6)
24 ≡ 4 (mod6)
...
Indukcí je možné snadno dokázat, že
∀k ∈ N : 2k ≡ 4 · (−1)k (mod6).
Cˇíslo n je deˇlitelné šesti práveˇ tehdy, když
6 |n ⇔ n ≡ 0 (mod6)
⇔ ak · 2k + ak−1 · 2k−1 + . . .+ a1 · 2 + a0 ≡ 0 (mod6)
⇔ ak · 4 · (−1)k + ak−1 · 4 · (−1)k−1 + . . .+ a1 · 4 · (−1) + a0 ≡ 0 (mod6)
⇔ ak · 4 · (−1)k + . . .+ 4a4 − 4a3 + 4a2 − 4a1 + a0 ≡ 0 (mod6)
(16)
Z ( 16) tak plyne, že
6 |n⇔ 6 | 4 ·
k
i=1
(−1)i · ai + a0.
Prˇíklad 4.16
Urcˇete, zda cˇíslo (10010)2 je deˇlitelné cˇíslem 6.
(10010)2 = 1 · 24 + 0 · 23 + 0 · 22 + 1 · 21 + 0.
Z du˚kazu Tvrzení 4.19 plyne, že
6|n ⇔ 6 | 4 ·
k
i=1
(−1)i · ai + a0
6|(10010)2 ⇔ 6 | 4 · (−1 + 0− 0 + 1) + 0
⇔ 6 | 0
Cˇíslo 6 deˇlí cˇíslo 0 a to znamená, že cˇíslo (10010)2 je deˇlitelné šesti.
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4.3.6 Deˇlitelnost sedmi
Tvrzení 4.20 Cˇíslo n ∈ N je deˇlitelné sedmi práveˇ tehdy, když
7 |n ⇔ 7 |

1 ·
q−1
i=0
(ai·3+0) + 2 ·
q−1
i=0
(ai·3+1) + 4 ·
q−1
i=0
(ai·3+2) +
r
i=0
bi · aq·3+i

,
kde b0 = 1, b1 = 2, b2 = 4 a k + 1 = q · 3 + r, kde 0 ≤ r < 3, q ∈ Z.
Du˚kaz. Necht’ n ∈ N a akak−1 . . . a0 je jeho ciferný zápis, tzn.
n = ak · 2k + ak−1 · 2k−1 + . . .+ a1 · 2 + a0.
Uvažme, že
20 ≡ 1 (mod7)
21 ≡ 2 (mod7)
22 ≡ 4 (mod7)
23 ≡ 1 (mod7)
24 ≡ 2 (mod7)
25 ≡ 4 (mod7)
...
Oznacˇme b0 = 1, b1 = 2, b2 = 4. Jestliže k + 1 = q · 3 + r, kde 0 ≤ r < 3, q ∈ Z, pak z Veˇty
3.4 (malá Fermatova veˇta) plyne, že
7 |n ⇔ 7 |

1 ·
q−1
i=0
(ai·3+0) + 2 ·
q−1
i=0
(ai·3+1) + 4 ·
q−1
i=0
(ai·3+2) +
r
i=0
bi · aq·3+i

.
Prˇíklad 4.17
Urcˇete, zda cˇíslo (100011)2 je deˇlitelné cˇíslem 7.
(100011)2 = 1 · 25 + 0 · 24 + 0 · 23 + 0 · 22 + 1 · 21 + 1.
Z du˚kazu Tvrzení 4.20 plyne, že
7|(100011)2 ⇔ 7 | 1 · 4 + 0 · 2 + 0 · 1 + 0 · 4 + 1 · 2 + 1 · 1
⇔ 7 | 4 + 0 + 0 + 0 + 2 + 1
⇔ 7 | 7
Cˇíslo 7 deˇlí cˇíslo 7 a to znamená, že cˇíslo (100011)2 je deˇlitelné sedmi.
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4.3.7 Deˇlitelnost osmi
Tvrzení 4.21 Cˇíslo n ∈ N je deˇlitelné osmi práveˇ tehdy, když
8 |n⇔ 8 | 4a2 + 2a1 + a0.
Du˚kaz. Necht’ n ∈ N a akak−1 . . . a0 je jeho ciferný zápis, tzn.
n = ak · 2k + ak−1 · 2k−1 + . . .+ a1 · 2 + a0.
Uvažme, že
20 ≡ 1 (mod8)
21 ≡ 2 (mod8)
22 ≡ 4 (mod8)
23 ≡ 0 (mod8)
24 ≡ 0 (mod8)
...
Indukcí je možné snadno dokázat, že
∀k ∈ N, k ≥ 3 : 2k ≡ 0 (mod8).
Cˇíslo n je deˇlitelné osmi práveˇ tehdy, když
8 |n ⇔ n ≡ 0 (mod8)
⇔ ak · 2k + ak−1 · 2k−1 + . . .+ a1 · 2 + a0 ≡ 0 (mod8)
⇔ ak · 0 + ak−1 · 0 + . . .+ a2 · 4 + a1 · 2 + a0 ≡ 0 (mod8)
⇔ 4a2 + 2a1 + a0 ≡ 0 (mod8)
(17)
Z ( 17) tak plyne, že
8 |n⇔ 8 | 4a2 + 2a1 + a0.
Prˇíklad 4.18
Urcˇete, zda cˇíslo (11100)2 je deˇlitelné cˇíslem 8.
(11000)2 = 1 · 24 + 1 · 23 + 0 · 22 + 0 · 21 + 0.
Z du˚kazu Tvrzení 4.21 plyne, že
8|n ⇔ 8 | 4a2 + 2a1 + a0
8|(11000)2 ⇔ 8 | 4 · 0 + 2 · 0 + 0
⇔ 8 | 0
Cˇíslo 8 deˇlí cˇíslo 0 a to znamená, že cˇíslo (11000)2 je deˇlitelné osmi.
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4.3.8 Deˇlitelnost devíti
Tvrzení 4.22 Cˇíslo n ∈ N je deˇlitelné devíti práveˇ tehdy, když
9 |n ⇔ 9 | (1 ·
q−1
i=0
(ai·6+0) + 2 ·
q−1
i=0
(ai·6+1) + 4 ·
q−1
i=0
(ai·6+2)− 1 ·
q−1
i=0
(ai·6+3)−
− 2 ·
q−1
i=0
(ai·6+4)− 4 ·
q−1
i=0
(ai·6+5) +
r
i=0
bi · aq·6+i),
kde b0 = 1, b1 = 2, b2 = 4, b3 = −1, b4 = −2, b5 = −4 a k + 1 = q · 6 + r, kde 0 ≤ r < 6,
q ∈ Z.
Du˚kaz. Necht’ n ∈ N a akak−1 . . . a0 je jeho ciferný zápis, tzn.
n = ak · 2k + ak−1 · 2k−1 + . . .+ a1 · 2 + a0.
Uvažme, že
20 ≡ 1 (mod9)
21 ≡ 2 (mod9)
22 ≡ 4 (mod9)
23 ≡ −1 (mod9)
24 ≡ −2 (mod9)
25 ≡ −4 (mod9)
26 ≡ 1 (mod9)
...
Oznacˇme b0 = 1, b1 = 2, b2 = 4, b3 = −1, b4 = −2, b5 = −4. Jestliže k + 1 = q · 6 + r, kde
0 ≤ r < 6, q ∈ Z, tak dostaneme
9 |n ⇔ 9 | (1 ·
q−1
i=0
(ai·6+0) + 2 ·
q−1
i=0
(ai·6+1) + 4 ·
q−1
i=0
(ai·6+2)− 1 ·
q−1
i=0
(ai·6+3)−
− 2 ·
q−1
i=0
(ai·6+4)− 4 ·
q−1
i=0
(ai·6+5) +
r
i=0
bi · aq·6+i).
Prˇíklad 4.19
Urcˇete, zda cˇíslo (101101)2 je deˇlitelné cˇíslem 9.
(101101)2 = 1 · 25 + 0 · 24 + 1 · 23 + 1 · 22 + 0 · 21 + 1.
Z du˚kazu Tvrzení 4.22 plyne, že
9|(101101)2 ⇔ 9 | 1 · (−4) + 0 · (−2) + 1 · (−1) + 1 · 4 + 0 · 2 + 1 · 1
⇔ 9 | − 4 + 0− 1 + 4 + 0 + 1
⇔ 9 | 0
Cˇíslo 9 deˇlí cˇíslo 0 a to znamená, že cˇíslo (101101)2 je deˇlitelné devíti.
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4.3.9 Deˇlitelnost deseti
Tvrzení 4.23 Cˇíslo n ∈ N je deˇlitelné deseti práveˇ tehdy, když
10 |n ⇔ 10 | (a0 + 2 ·
q−1
i=0
(ai·4+1) + 4 ·
q−1
i=0
(ai·4+2)− 2 ·
q−1
i=0
(ai·4+3)−
− 4 ·
q−1
i=0
(ai·4+4) +
r
i=0
bi · aq·4+i),
kde b1 = 2, b2 = 4, b3 = −2, b4 = −4 a k = q · 4 + r, kde 0 ≤ r < 4, q ∈ Z.
Du˚kaz. Necht’ n ∈ N a akak−1 . . . a0 je jeho ciferný zápis, tzn.
n = ak · 2k + ak−1 · 2k−1 + . . .+ a1 · 2 + a0.
Uvažme, že
20 ≡ 1 (mod10)
21 ≡ 2 (mod10)
22 ≡ 4 (mod10)
23 ≡ −2 (mod10)
24 ≡ −4 (mod10)
25 ≡ 2 (mod10)
26 ≡ 4 (mod10)
...
Oznacˇme b1 = 2, b2 = 4, b3 = −2, b4 = −4. Jestliže k = q · 4 + r, kde 0 ≤ r < 4, q ∈ Z, tak
dostaneme
10 |n ⇔ 10 | (a0 + 2 ·
q−1
i=0
(ai·4+1) + 4 ·
q−1
i=0
(ai·4+2)− 2 ·
q−1
i=0
(ai·4+3)−
− 4 ·
q−1
i=0
(ai·4+4) +
r
i=0
bi · aq·4+i).
Prˇíklad 4.20
Urcˇete, zda cˇíslo (110010)2 je deˇlitelné cˇíslem 10.
(110010)2 = 1 · 25 + 1 · 24 + 0 · 23 + 0 · 22 + 1 · 21 + 0.
Z du˚kazu Tvrzení 4.23 plyne, že
10|(110010)2 ⇔ 10 | 0 + 1 · 2 + 0 · 4 + 0 · (−2) + 1 · (−4) + 1 · 2
⇔ 10 | 0 + 2 + 0− 0− 4 + 2
⇔ 10 | 0
Cˇíslo 10 deˇlí cˇíslo 0 a to znamená, že cˇíslo (110010)2 je deˇlitelné deseti.
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4.3.10 Deˇlitelnost jedenácti
Tvrzení 4.24 Cˇíslo n ∈ N je deˇlitelné jedenácti práveˇ tehdy, když
11 |n ⇔ 11 | (1 ·
q−1
i=0
(ai·10+0) + 2 ·
q−1
i=0
(ai·10+1) + 4 ·
q−1
i=0
(ai·10+2)− 3 ·
q−1
i=0
(ai·10+3)+
+5 ·
q−1
i=0
(ai·10+4)− 1 ·
q−1
i=0
(ai·10+5)− 2 ·
q−1
i=0
(ai·10+6)− 4 ·
q−1
i=0
(ai·10+7)+
+3 ·
q−1
i=0
(ai·10+8)− 5 ·
q−1
i=0
(ai·10+9) +
r
i=0
bi · aq·10+i),
kde b0 = 1, b1 = 2, b2 = 4, b3 = −3, b4 = 5, b5 = −1, b6 = −2, b7 = −4, b8 = 3, b9 = −5 a
k + 1 = q · 10 + r, kde 0 ≤ r < 10, q ∈ Z.
Du˚kaz. Necht’ n ∈ N a akak−1 . . . a0 je jeho ciferný zápis, tzn.
n = ak · 2k + ak−1 · 2k−1 + . . .+ a1 · 2 + a0.
Uvažme, že
20 ≡ 1 (mod11)
21 ≡ 2 (mod11)
22 ≡ 4 (mod11)
23 ≡ −3 (mod11)
24 ≡ 5 (mod11)
25 ≡ −1 (mod11)
26 ≡ −2 (mod11)
27 ≡ −4 (mod11)
28 ≡ 3 (mod11)
29 ≡ −5 (mod11)
210 ≡ 1 (mod11)
...
215 = 25+10 ≡ −1 (mod11)
216 = 26+10 ≡ −2 (mod11)
217 = 27+10 ≡ −4 (mod11)
...
Oznacˇme b0 = 1, b1 = 2, b2 = 4, b3 = −3, b4 = 5, b5 = −1, b6 = −2, b7 = −4, b8 = 3,
b9 = −5. Jestliže k + 1 = q · 10 + r, kde 0 ≤ r < 10, q ∈ Z, pak z Veˇty 3.4 plyne, že
11 |n ⇔ 11 | (1 ·
q−1
i=0
(ai·10+0) + 2 ·
q−1
i=0
(ai·10+1) + 4 ·
q−1
i=0
(ai·10+2)− 3 ·
q−1
i=0
(ai·10+3)+
+5 ·
q−1
i=0
(ai·10+4)− 1 ·
q−1
i=0
(ai·10+5)− 2 ·
q−1
i=0
(ai·10+6)− 4 ·
q−1
i=0
(ai·10+7)+
+3 ·
q−1
i=0
(ai·10+8)− 5 ·
q−1
i=0
(ai·10+9) +
r
i=0
bi · aq·10+i).
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Prˇíklad 4.21
Urcˇete, zda cˇíslo (10110)2 je deˇlitelné cˇíslem 11.
(10110)2 = 1 · 24 + 0 · 23 + 1 · 22 + 1 · 21 + 0.
Z du˚kazu Tvrzení 4.24 plyne, že
11|(10110)2 ⇔ 11 | 1 · 5 + 0 · (−3) + 1 · 4 + 1 · 2 + 0 · 1
⇔ 11 | 5 + 4 + 2
⇔ 11 | 11
Cˇíslo 11 deˇlí cˇíslo 11 a to znamená, že cˇíslo (10110)2 je deˇlitelné jedenácti.
4.3.11 Deˇlitelnost dvanácti
Tvrzení 4.25 Cˇíslo n ∈ N je deˇlitelné dvanácti práveˇ tehdy, když
12 |n⇔ 12 | 4 ·
k
i=2
(−1)i · ai + 2a1 + a0.
Du˚kaz. Necht’ n ∈ N a akak−1 . . . a0 je jeho ciferný zápis, tzn.
n = ak · 2k + ak−1 · 2k−1 + . . .+ a1 · 2 + a0.
Uvažme, že
20 ≡ 1 (mod12)
21 ≡ 2 (mod12)
22 ≡ 4 (mod12)
23 ≡ −4 (mod12)
24 ≡ 4 (mod12)
25 ≡ −4 (mod12)
...
Indukcí je možné snadno dokázat, že
∀k ∈ N, k ≥ 2 : 2k ≡ 4 · (−1)k (mod12).
Cˇíslo n je deˇlitelné dvanácti práveˇ tehdy, když
12 |n ⇔ n ≡ 0 (mod12)
⇔ ak · 2k + ak−1 · 2k−1 + . . .+ a1 · 2 + a0 ≡ 0 (mod12)
⇔ ak · 4 · (−1)k + . . .+ a3 · 4 · (−1)3 + a2 · 4 · (−1)2 + a1 · 2 + a0 ≡ 0 (mod12)
⇔ ak · 4 · (−1)k + . . .+ 4a4 − 4a3 + 4a2 + 2a1 + a0 ≡ 0 (mod12)
(18)
47
Z ( 18) tak plyne, že
12 |n⇔ 12 | 4 ·
k
i=2
(−1)i · ai + 2a1 + a0.
Prˇíklad 4.22
Urcˇete, zda cˇíslo (11000)2 je deˇlitelné cˇíslem 12.
(11000)2 = 1 · 24 + 1 · 23 + 0 · 22 + 0 · 21 + 0.
Z du˚kazu Tvrzení 4.22 plyne, že
12|n ⇔ 12 | 4 ·
k
i=2
(−1)i · ai + 2a1 + a0
12|(11000)2 ⇔ 12 | 4 · (0− 1 + 1) + 2 · 0 + 0
⇔ 12 | 0
Cˇíslo 12 deˇlí cˇíslo 0 a to znamená, že cˇíslo (11000)2 je deˇlitelné dvanácti.
4.3.12 Deˇlitelnost prvocˇíslem
Tvrzení 4.26 Cˇíslo n ∈ N je deˇlitelné prvocˇíslem p, p ̸= 2 práveˇ tehdy, když platí
p−1
j=0
bj ·
q−1
i=0
(ai(p−1)+j) + (aq(p−1) · 1 + aq(p−1)+1 · b1 + . . .+ aq(p−1)+r · br) ≡ 0 (modp),
kde bj ∈ {0, 1, 2, . . . , p−1}, bj ≡ 2j ( mod p) a k+1 = q ·(p−1)+r, kde 0 ≤ r < p−1, q ∈ Z.
Du˚kaz. Pro každé prvocˇíslo p ̸= 2 : 2p−1 ≡ 1 (modp). Necht’ n je prˇirozené cˇíslo a platí
n = ak · 2k + ak−1 · 2k−1 + . . .+ a1 · 2 + a0 ≡ 0 (modp).
Jisteˇ existují cˇísla b0, b1, b2, . . . , bp ∈ {0, 1, . . . , p− 1} splnˇující
20 ≡ b0 (modp)
21 ≡ b1 (modp)
22 ≡ b2 ≡ b21 (modp)
23 ≡ b3 ≡ b31 (modp)
...
2p−2 ≡ bp−2 ≡ bp−21 (modp)
2p−1 ≡ b0 (modp)
2p ≡ b1 (modp)
2p+1 ≡ b2 (modp)
...
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Výše uvedené kongruence plynou z malé Fermatovy veˇty. Jestliže k + 1 = q · (p− 1) + r,
kde 0 ≤ r < p− 1, q ∈ Z, pak platí
ak · 2k + ak−1 · 2k−1 + . . .+ a1 · 2 + a0 ≡
(a0 · 1 + a1 · b1 + . . .+ ap−2 · bp−2)+
+(ap−1 · 1 + ap · b1 + . . .+ a2p−3 · bp−2)+
+(a2(p−1) · 1 + a2(p−1)+1 · b1 + . . .+ a2(p−1)+p−2 · bp−2)+
...
+(aq(p−1) · 1 + aq(p−1)+1 · b1 + . . .+ ag(p−1)+r · br) =
= b0 ·
q−1
i=0
(ai(p−1)) + b1 ·
q−1
i=0
(ai(p−1)+1)+
...
+bp−2 ·
q−1
i=0
(ai(p−1)+p−2) + (aq(p−1) · 1 + aq(p−1)+1 · b1 + . . .+ aq(p−1)+r · br) ≡ 0 (modp).
Prˇedchozí rovnost lze také napsat ve zkráceném tvaru
p−1
j=0
bj ·
q−1
i=0
(ai(p−1)+j) + (aq(p−1) · 1 + aq(p−1)+1 · b1 + . . .+ aq(p−1)+r · br) ≡ 0 (modp).
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5 Testování v Matlabu
V této kapitole se budeme zabývat matematickými výpocˇty v programu MATLAB,
kde jsou aplikována kritéria deˇlitelnosti obsažená v prˇedchozích kapitolách.
Cílem bylo vytvorˇit program umožnˇující aplikovat kritéria deˇlitelnosti prˇi hledání pr-
vocˇísel. Fungují jako první síto, jsou numericky nenárocˇné a umožnˇují nám ve zkouma-
ném intervalu vyrˇadit ”velké procento” cˇísel z podezrˇení, že se jedná o prvocˇíslo. Jako
vedlejší produkt obdržíme horní (velmi hrubý) odhad pocˇtu prvocˇísel ve zkoumaném
intervalu.
Musela jsem si nejprve vytvorˇit funkce oveˇrˇující deˇlitelnost daného cˇísla neˇkolika pr-
vocˇíselnými deˇliteli. Pro jednoduchost jsem zvolila prvocˇísla 2, 3, 5, 7 a 11.
Jsou to funkce two, three, five, seven, eleven:
function [ return_value ] = two ( a )
return_value = 0;
x = a(end);
if mod(x,2) == 0
return_value = 1;
end
end
Výpis 1: Deˇlitelnost dveˇma
function [ return_value ] = three ( a )
return_value = 0;
x = sum(a);
if mod(x,3) == 0
return_value = 1;
end
end
Výpis 2: Deˇlitelnost trˇemi
function [ return_value ] = five ( a )
return_value = 0;
x = a(end);
if mod(x,5) == 0
return_value = 1;
end
end
Výpis 3: Deˇlitelnost peˇti
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function [ return_value ] = seven ( a )
return_value = 0;
a = convert( n ) ;
b = [1 3 2 6 4 5];
vysledek = 0;
delka = length(a);
j = 1;
for i = 1:delka
if j == 7
j = 1;
end
vysledek = vysledek + a(i)∗b(j ) ;
j = j + 1;
end
if mod(vysledek,7) == 0
return_value = 1;
end
end
Výpis 4: Deˇlitelnost sedmi
function [ return_value ] = eleven ( a )
return_value = 0;
a = convert( n ) ;
vysledek = 0;
delka = length(a);
for i = 1:delka
vysledek = vysledek + (−1)^(i) ∗ a( i ) ;
end
if mod(vysledek,11) == 0
return_value = 1;
end
end
Výpis 5: Deˇlitelnost jedenácti
Výstup výše uvedených funkcí je hodnota 0 nebo 1. V prˇípadeˇ nuly to znamená, že
zadané cˇíslo n je deˇlitelné daným cˇíslem se zbytkem a tudíž je možné, že cˇíslo n je prvo-
cˇíslo. V prˇípadeˇ jednicˇky to znamená, že cˇíslo n, kde n > 11 je deˇlitelné beze zbytku a
stoprocentneˇ není prvocˇíslem.
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Zvolíme si tedy neˇjaké vstupní cˇíslo n a neˇjaké d a spustíme výpocˇet pro odhad prvo-
cˇísel v intervalu ⟨n, n+ d⟩. K tomu slouží funkce CounterPrimes:
function [ ] = CounterPrimes ( n, d )
counter = 0;
primes = [];
percentage = 0;
tic () ;
for i = n : (n + d)
if two(i ) == 0
if three( i ) == 0
if five ( i ) == 0
if seven(i) == 0
if eleven(i ) == 0
primes = [primes i ];
counter = counter + 1;
end
end
end
end
end
end
time = toc() ;
percentage = (counter / d) ∗ 100;
disp([ ’Celkový pocˇet podezrˇelých bodu˚: ’ num2str(counter)]);
disp([ ’Podezrˇelé body v intervalu: ’ , num2str(primes)]);
disp([ ’Hrubý odhad prvocˇísel v intervalu: ’ ,num2str(percentage), ’ %’]);
disp([ ’ Cˇas výpocˇtu: ’ num2str(time)]);
end
Výpis 6: Funkce pro výpocˇet odhadu prvocˇísel v zadaném intervalu
Výše uvedená funkce nám vypíše seznam cˇísel z intervalu ⟨n, n+ d⟩, která nejsou
deˇlitelná ani jedním z cˇísel 2, 3, 5, 7, 11 a jejich celkový pocˇet. Dostáváme tak hrubý odhad
pocˇtu prvocˇísel v intervalu ⟨n, n+ d⟩. Dalším výstupem je cˇas, jak dlouho trvalo nalézt
podezrˇelé body z tohoto intervalu. A nakonec nám program vypíše procento hrubého
odhadu prvocˇísel v zadaném intervalu.
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Ukázka výstupu pro menší interval:
>> CounterPrimes(20,50)
Celkový pocˇet podezrˇelých bodu˚: 11
Podezrˇelé body v intervalu: 23 29 31 37 41 43 47 53 59 61 67
Hrubý odhad prvocˇísel v intervalu: 22 %
Cˇas výpocˇtu: 0.0016322
Výpis 7: Výstup funkce CounterPrimes
Ukázka výstupu pro veˇtší interval:
>> CounterPrimes(10000,2500)
Celkový pocˇet podezrˇelých bodu˚: 521
Podezrˇelé body v intervalu: 10001 10007 10009 10013 10019 10027 10033 10037 10039 10049
10051 10057 10061 10063 10067 10069 10079 10081 10091 10093 10097 10099 10103
10111 10117 10121 10123 10127 10133 10139 10141 10147 10151 10159 10163 10169
10177 10181 10183 10187 10189 10193 10201 10207 10211 10217 10223 10229 10231
10237 10243 10247 10249 10253 10259 10261 10267 10271 10273 10277 10279 10289
10291 10301 10303 10309 10313 10319 10321 10327 10331 10333 10337 10343 10349
10357 10361 10363 10369 10379 10387 10391 10393 10397 10399 10403 10411 10421
10427 10429 10433 10441 10447 10453 10457 10459 10463 10469 10471 10477 10481
10487 10489 10499 10501 10511 10513 10517 10519 10523 10529 10531 10537 10541
10543 10547 10553 10559 10561 10567 10573 10579 10583 10589 10597 10601 10603
10607 10609 10613 10621 10627 10631 10639 10643 10649 10651 10657 10663 10667
10669 10673 10679 10687 10691 10693 10697 10699 10709 10711 10721 10723 10727
10729 10733 10739 10741 10751 10753 10757 10763 10771 10777 10781 10783 10789
10793 10799 10807 10811 10817 10819 10823 10831 10837 10841 10847 10849 10853
10859 10861 10867 10873 10877 10883 10889 10891 10897 10903 10907 10909 10919
10921 10931 10933 10937 10939 10943 10949 10951 10957 10961 10963 10973 10979
10981 10987 10991 10993 10999 11003 11009 11017 11021 11023 11027 11029 11041
11047 11051 11057 11059 11063 11069 11071 11083 11087 11089 11093 11101 ...
Hrubý odhad prvocˇísel v intervalu: 20.84 %
Cˇas výpocˇtu: 0.07598
Výpis 8: Výstup funkce CounterPrimes
Z výše uvedených výsledku˚ mu˚žeme videˇt, že tímto vytvorˇeným algoritmem jsme ze
zadaného intervalu vyrˇadili prˇibližneˇ 80% cˇísel, která nejsou prvocˇísla, protože jsou deˇli-
telná alesponˇ jedním z cˇísel 2, 3, 5, 7, 11. Takže prˇibližneˇ 20% cˇísel ze zadaného intervalu
mohou být prvocˇísla.
Cˇas výpocˇtu není vždy stejný, záleží na
1. velikosti intervalu
2. hardware PC
3. pocˇtu beˇžících procesu˚ na pozadí pocˇítacˇe
Veškeré testy jsou provádeˇny na pru˚meˇrném uživatelském pocˇítacˇi s dvoujádrovým
procesorem Intel a pameˇtí 4 GB.
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5.1 Grafy
Pro ukázku efektivnosti výpocˇtu poslouží pár grafu˚, ze kterých je videˇt, jak se liší ná-
rocˇnost výpocˇtu v závislosti na cˇase.
Grafy s menším intervalem cˇísel:
Obrázek 1: Graf cˇ.1
Obrázek 2: Graf cˇ.2
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Grafy s veˇtším intervalem cˇísel:
Obrázek 3: Graf cˇ.3
Obrázek 4: Graf cˇ.4
Z výše vyobrazených grafu˚ mu˚žeme videˇt, že cˇasová nárocˇnost zacˇíná stoupat se
zveˇtšujícím se intervalem cˇísel.
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6 Záveˇr
Cílem této práce bylo vytvorˇit kritéria deˇlitelnosti, díky kterým mu˚žeme rozhodnout,
zda dané cˇíslo zapsané ciframi urcˇité cˇíselné soustavy je deˇlitelné daným cˇíslem. Proto je
výhodné použít tato kritéria jako první síto prˇi identifikaci prvocˇísel.
Odvodili jsme du˚kazy pro deˇlitelnost cˇísel od 2 do 12 a také obecný du˚kaz deˇlitelnosti
prvocˇíslem. Tyto kritéria jsme odvodili pomocí kongruencí.
Jednotlivá kritéria jsme aplikovali v programu MATLAB a vytvorˇili software pro tes-
tování velkých cˇísel. Vstupem jsou dveˇ cˇísla, ze kterých vytvorˇíme interval. Interval pro-
cházíme vytvorˇenými funkcemi, ve kterých jsou aplikovány kritéria deˇlitelnosti z výše
uvedené teorie. Odhadujeme, kolik cˇísel z intervalu mohou být prvocˇísla. Beˇhem jednot-
livých výpocˇtu meˇrˇíme cˇas, abychom poté mohli vytvorˇit závislostní graf.
Tímto testováním jsme zjistili, že záleží na mnoha faktorech, jak výpocˇet probeˇhne.
Jednak to jsou hardwarové nároky pocˇítacˇe a také velikost zadaného intervalu cˇísel. Vý-
pocˇty jsme provádeˇli na pocˇítacˇi s dvoujádrovým procesorem Intel s 4 GB pameˇti a prˇi
výpocˇtu intervalu o velikosti desítek miliónu cˇísel již tento pocˇítacˇ nezvládal vypocˇítat
hrubý odhad pocˇtu prvocˇísel v intervalu, takže ani odhadnout cˇas daného výpocˇtu. Bo-
hužel nebyla možnost provádeˇt testy na výkonneˇjších pocˇítacˇích.
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